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e Segunda y tercera propiedades:
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OBJETIVOS

A pesar de que es posible construir un nimero infinito de representa-
ciones de un grupo de simetria, segin vimos en el Tema 12, exisien unas
cuantas representaciones fundamentales a partir de las cuales pueden
construirse las demas. Estas representaciones son las denominadas irre-
ducibles (RI). Cualquier otra representacion se llama reducible porque
puede transformarse o reducirse a suma directa de ciertas RI. Vamos a
estudiar en este tema las propiedades de las RI de los grupos de simetria
puntual, que no son mas que consecuencias de un teorema fuhdamental
de la teoria de la representacion denominado «teorema de la ortogonali-
dad total». No se pretende que el alumno sea capaz de demostrar este
teorema ni otros relacionados con él, sino que entendiendo su significado
sepa sacar provecho del mismo aplicandolo a distintos sistemas quimicos
como veremos en los siguientes temas.

Por todo ello, son objetivos del presente tema:
1. Entender claramente el significado del teorema de Ia ortogonali-

dad total, asi como el de sus consecuencias, es decir, las propieda-
des caracteristicas de las RI de un grupo.

2. Conocer y manejar con soltura la informacién contenida en las
tablas de caracteres de un grupo puntual.
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i. TEOREMA DE LA ORTOGONALIDAD TOTAL
Y OTROS TEOREMAS

Los elementos de las matrices que constituyen las RI de un grupo
cumplen una serie de propiedades que se engloban en el denominado
teorema de la ortogonalidad total, propuesto por Wigner, y al que se
hace referencia en algunos manuales con las siglas GOT ( Great Orthogo-
nality Theorem ). Introducimos aqui este teorema sin demostrarlo, pues
requiere un tratamiento algo laborioso y esta descrito con suficiente
claridad en muchos textos. Al alumno con interés en dicha demostracion
le remitimos a cualquiera de las referencias 1 a 9 que figuran al final del’
tema. En las paginas que siguen vamos a centrar nuestra atencién en las
consecuencias y aplicaciones de este teorema que son realmente las que
tienen importancia en las aplicaciones quimicas de la teoria de grupos.
Primero haremos un resumen de la notacion que se va a utilizar, después
enunciaremos algunos teoremas importantes, necesarios para demostrar
el teorema de la ortogonalidad total y atiles en muchas ocasiones, y
finalmente expondremos el citado teorema.

Notacion

h: Orden del grupo (nGmero de clementos del grupo).

I; Dimension de la RI I'; (dimension de las matrices cuadradas
que componen la RI T'y).
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R: Simbolo genérico de las operaciones de simetria de un grupo.

I'{R),,: Elemento de la fila m y columna n de la matriz asociada al
operador R correspondiente a la operacion de simetria R en la
RIT,

C,: Clase k-¢sima del grupo.

Teorema 1

Cualquier representacion de un grupo formada por matrices cuadra-
das y no singulares puede transformarse en una representacion unitaria
mediante una transformacion de semejanza.

Este teorema implica la existencia de una matriz no singular X y su
inversa X' que efectiian dicha transformacion de semejanza. Una-
representacién como la indicada es, por tanto, siempre equivalente a una,
representacion unitaria.

Las matrices de las representaciones matriciales de un grupo de
simetria son cuadradas y no singulares; de otro modo no tendrian
inversa, como requiere su estructura de grupo. De hecho, podemos
comprobar que las matrices que hemos venido usando para las operacio-
nes de simetria son unitarias, aunque esto no es necesario segun la
definicion general de representacion. La razdn para ello es que se han
construido sobre bases ortonormales. Con esta condicion, es facil demos-
trar que la representacion resultante debe ser unitaria (Apéndice A.6-1 del
manual de la Ref, 8 y Ref. 10).

Teorema 2 (Lema de Schur)

La Gnica matriz que conmuta con todas las matrices de una represen-
tacion irreducible es una matriz constante (estd es, multiplo de la corres-
pondiente matriz unidad de orden n: 1,).

Pueden establecerse dos corolarios de este teorema. Si la Gnica matriz
.que conmuta con todas las matrices de una representacion es una matriz
constante, la representacion es irreducible. Por otro lado, si existe una
matriz no constante que conmuta con todas ellas, la representacion es
reducible. En definitiva, este teorema proporciona un criterio para saber
si una representacion es reducible o irreducible.
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Teorema 3

Dadas dos RI de un mismo grupo I'y y I'; de dimensiones [, y I; ¥
una matriz rectangular M de dimension I, x [, tal que:

para cualquier R del grupo se verifica que:

1. Sily#1!, , M=0 (matriz cero de dimension [, x [,)
2. Sil, =1, , pueden darse dos posibilidades

2. que M =10
2.b. o bien M| # 0. En este Oltimo caso, M tiene inversa y las
dos RI son equivalentes

Mrl(R)MAI = 1'5(R)

Fs un teorema que puede ayudar a determlnar la posible equivalencia de
dos representaciones.

Teorema de la ortegonalidad total

Este teorema fundamental sobre RI unitarias y no equivalentes
describe las relaciones de ortogonalidad entre ellas, y entre las filas y
columnas de sus maitrices. Puede establecerse como sigue:

h
LR [T AR 1¥ = = 6110y O 13.1
2 LR [T { R} ] i, O [13.1]

donde el simbolo (*) indica que es necesario tomar ¢l complejo conjugado
del factor que figura en el primer miembro cuando se mangjan nimeros
complejos, y el simbolo & se refiere a la funcion delta de Kronecker.

Para percibir el significado de este teorema es util hacer una inter-
pretacion geométrica del mismo en el sentido de que establece las
propicdades de ortogonalidad de un conjunto de vectores en un espacio
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elemento-grupo. Este es un espacio vectorial h-dimensional en el que cada
gje 0 componente se asigna a un elemento R del grupo (Ry, Ry, Rs, .., Ry).
Los vectores se designan por tres subindices: el relativo a la representa-
cién, i, y los subindices mn que indican la fila y columna dentro de la
representacion matricial. El teorema de la ortogonalidad total establece
que todos estos vectores son mutuamente ortogonales, y el cuadrado de
su modulo es A/l

Esta interpretacion de la expresion [13.1] puede verse mas claramente
si se descompone en otras tres expresiones mas simples contenidas en
ella:

2 MR I [T {R)]* =0, siis#] [13.2]
R -
2 [TdRY I [TiR)pry]* = 0, si m # m' yjo n#w [13.3]
R
h
; LR [T AR wn]™ = 7 [13.4]

La primera igualdad [13.2], expresa que si los vectores dificren
tnicamente en que han sido elegidos de RI diferentes, son ortogonales.
La segunda, [13.3], indica que si son elegidos de la misma RI pero
tomando distintos elementos de las matrices de la RI, tambien son
ortogonales. La ultima igualdad, [13.4], expresa que el cuadrado del
modulo de estos vectores es b/l

Por gjemplo, para el grupo C,, seglhin vimos en el tema anterior, dos
RI monodimensionales son:

] I C, i oy
I, l 1 -1 -1 1
I'y 1 -1 1 -1

Los elementos de estas RI son matrices de dimensién 1 x 1, es decir,
nameros. Podemos comprobar que los vectores cuyas componentes son
los elementos de estas RI son ortogonales:

Ll (D=1 + (=1)- 1+ {(=1) =0
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y el cuadrado de su modulo es h/f; = 4/1 = 4.

P24 (=12 + (-1 +12=4 ; 124+ (=12 +124(-1) =4

2. PROPIEDADES DE LAS RI DE UN GRUPO DERIVADAS
DEL TEOREMA DE LA ORTOGONALIDAD TOTAL

2.1. Primera propiedad

La suma de los cuadrados de las dimensiones de las RI de un grupo es
igual al orden del grupo, es decir:

NBE=B4+B+B+..=h [13.5]

En una matriz cuadrada de dimensién ! hay {* elementos. Por tan-
to, en una RI, [',, podran formarse como maximo I vectores h-dimen-
sionales. El teorema de la ortogonalidad total indica que los posibles
P+ 12 + 12 + ... vectores de todas las RI del grupo son ortogonales. Pero
como los vectores son de dimension h, solo pueden existir, como maximo,
h vectores ortogonales entre si:

BrBE+LE+..<h ; YE<h

i

Al final del apartado 2.7 veremos que, de hecho, se cumple la igualdad
[13.5]. En particular, el caracter y,(I) correspondiente a la operacion
identidad en una RI T; es igual al orden de la representacion I;:

xld) =1
y por tanto [13.5] puede escribirse también asi:

> [ = h [13.6]
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2.2. Segunda propiedad

La suma de los cuadrados de los caracteres de las matrices de una Rl
dada es igual al orden del grupo:

Z[/{ NI AR)]* = h [13.7]

Si 1a RI tiene solamente caracteres reales:
Y [x{R)]* = h [13.8]
R

Segiin el teorema de la ortogonalidad total para una misma RI y
utilizando solamente elementos de la diagonal principal de las matrices
de la RI:

h
2 [Ti(R) e [T AR 1* =7 Onmt [13.9]

R i

Sumando el primer miembro sobre m y m', y simplificando la notacion:

ZZZF mmr(Rmm =

m m R

;[Z FL(R)mm Z F (R m' m:| = %: X;(R)X;(R)*

R

suma de los elementos
de 1a diagonal principal

[13.10]"

Sumando sobre m y m' el segundo miembro de [13.9]:

L=h [13.11]

L L o =1 E(L 0w ) = [ L=

4

con lo que queda demostrada la igualdad [13.7].

Esta propiedad puede servir para determinar de una forma rapida si
una representacion dada es irreducible.
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2.3. Tercera propiedad

Los vectores cuyas componentes son los caracteres de dos RI diferentes
son ortogonales. Para dos RI I'; y T'; diferentes:

2 AR AR =0, sii#] [13.12]
R
Si en [13.2] m = n y simplificamos la notacion:

Y TRl (R = O 81 0 # ] [13.13]
R

R

S 2R AR = ;[Z TRy 2, T j(R)ilim] =

) Z[; IRl J-(R);‘im} =0

Una de las sumas sobre m de esta 0ltima expresion se refiere evidente-
mente a los clementos I'{R),.. ¥ la otra a los elementos I'(R),. El
término entre corchetes segin [13.13] es cero y por tanto también la
suma total, lo que demuestra esta tercera propiedad. Ya hemos visto un
ejemplo de ella para dos RI del grupo C,, en el apartado 1.

2.4. Cuarta propiedad

El ntimero de RI de un grupo es igual al niumero de clases del grupo.

La segunda y tercera propiedades de las RI que hemos tratado
anteriormente pueden expresarse asi:

;Xi(R)Xj(R)* = hdy; [13.14]

Es decir, los caracteres de las RI forman un conjunto de vectores
ortogonales en un espacio elemento-grupo.
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Segun vimos en el tema anterior, dentro de una representacion, las
matrices asociadas a operaciones de la misma clase de equivalencia tienen
el mismo caracter. Si designamos por y,(%,) ¢l caracter correspondiente a
la clase %, en la RI I';, la expresidén [13.14] puede escribirse también asi:

; Xi((gk)x_i(qgk)*nk = héij [13.15]

donde n, es el numero de clementos de la clase %), y la suma se extiende a
todas las clases.

Las propiedades de ortogonalidad formuladas segin [13.15] indican
que los caracteres de las RI de un grupo forman un sistema de vectores
ortogonales de un espacio vectorial cuyos ejes o componentes se asignan
a cada una de las clases &, en lugar de hacerlo a cada uno de los
elementos, R, del grupo. Como el nimero de vectores ortogonales entre
si, en un espacio, no puede exceder la dimensién del mismo, tampoco el
nomero de RI puede superar al de clases. De hecho ambos nimeros son
ignales. Esta parte de la demostracidn tiene cierta complejidad y por ello
no la desarrollamos aqui (al alumno interesado le remitimos a las paginas
145 a 149 del manual de la referencia 8, o al trabajo original de la
referencia 11).

Esta propiedad junto con la primera permiten determinar el niimero y
dimensiones de las RI de un grupo a partir del nimero de elementos y
de clases. Asi, por ejemplo, en el grupo Cs, que tiene, segln vimos en el
apartado 1.2 del Tema 11 para grupos C,,,, seis operaciones (I, Ca, C3, 0,
oy o)) vy sOlo (n impar) tres clases (I, 2C; y. 36,), debe haber sélo tres
RI. La Gnica solucién entera para [13.5] B+ B2+ =6es 17+1°+
+ 2?2 = 6. Por tanto, el grupo C,, debe tener dos RI monodimensionales

y una bidimensional.

2.5. Quinta propiedad

En el apartado 4 del tema anterior hemos visto que mediante una
transformacion de semejanza es posible reducir una representacion redu-
cible a suma directa de RI. Asi, por ejemplo, si una transformacion de
semejanza reduce cada matriz de una representacion I' en forma de
bloques a lo largo de la diagonal principal
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T\(R)! 0

e i

iR

[(R)

de manera que cada uno de ellos corresponde a una RI del grupo, la
transformacion se expresa como la suma directa:

I'(R) = 2I'|(R) ® T'(R) @ I'3(R)

El caracter de la representacion reducible es evidentemente la suma de los
caracteres de las RI T'; que la componen, o que han aparecido al
reducirla:

*(R) = 2x(R) + 22(R) + x3(R}

En generall

AR =, au(R) [13.16]

donde g, es el nimero de veces que la RI T, aparece al reducir I', es decir
el nimero de veces que el bloque correspondiente a la RI I'; aparece a lo
largo de la diagonal principal y %,(R) es el caracter de la mairiz o bloque
de la RI T para la operacion R, La suma se extiende a todas las RI del
grupo, las que no aparecen al reducir I' tienen un coeficiente a; = 0.

Vamos a evaluar estos coeficientes a;, sin necesidad de resolver ¢l no
siempre facil problema de determinar las matrices X y X! que reduzcan
completamente I'. Basta, para ¢llo, considerar los caracteres de todas las
representaciones implicadas, como veremos seguidamente. Los caracteres
¥{R) forman un sistema de vectores ortogonales, y por tanto los coefi-
cientes ¢; del «desarrollo» o «combinacioén lineal» [13.16] se determinan,
como siempre, efectuando los productos escalares por y{(R):

; X(R)Xj(R)* = %: Z aixi(R)Xj(R)* _

= X a2 iR AR)* = 3 ashdyy = ajh

i
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y por tanto:

1

% #R)z(R E; md(E)XLE)* [13.17]

&IH

es decir, el numero de veces a, que la RI T'; aparece en la reducible I se
puede determinar sin mds que conocer los caracteres de ambas represenia-
ciones y aplicar la expresion [13.17].

Este es un resultado fundamental de la teoria de la representacion del
que haremos uso constantemente en las aplicaciones quimicas de esta
teoria. Para poderle aplicar en un caso dado es necesario conocer los
caracteres de todas las RI del grupo implicado, por ¢llo se han construido
tablas de caracteres de los grupos de simetria puntual que se adjuntan

como apéndices en muchos textos o bien se editan de forma independien-
te (Refs. 12 y 13).

Veamos un ejemplo. La representacion I del grupo C,, citada en el
apartado 4 del Tema 12, se redujo a suma de RI en dicho apartado
aplicando una transformacion de semejanza. Una forma mas rapida de
reduccion puede efectuarse ahora aplicando [13.17]. La tabla 1 del Tema
12 muestra los caracteres de las RI del grupo C,,. Asi pues:

1
a1:8[1-3—|—2-1-0+3-1-1] =1

1
a;=¢[1'3+2:1:043.(-1)-1]1=0 ¢ = =TT,

1
a3 =2[2:34+2:(=1)-0 +3.0-1]= 1 |

En este caso tan sencillo podria haberse deducido el resultado por
inspeccion directa de la tabla 1 del Tema 12. La suma de los caracteres de
I') vy I'; es igual a los caracteres de I
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2.6. Representacion regular

La representacion regular de un grupo es una representacion matricial
reducible que se introduce para facilitar el desarrollo de algunas demos-
traciones, como la relativa a la igualdad [13.5]. Se trata de una represen-
tacion h-dimensional que se construye de la siguiente forma: Se escribe la
tabla de muitiplicacion del grupo y se reordenan sus filas de manera que
el orden de las filas sea el de las operaciones inversas a las que encabezan
las columnas, mas adelante puede verse el resultado para la tabla del
grupo C,,. Haciéndolo asi, la operacion identidad, I, aparecera a lo largo
de la diagonal principal de la tabla. La matriz de la representacion
regular para la operacion R se obtiene reemplazando R por un | cada vez
que aparece en la tabla, y para las restantes operaciones por un 0. Por
gjemplo, la representacion regular del grupo C,, se obtendria reorgani-
zando su tabla de multiplicacion, apartado 3.3 del Tema 10. Una matriz

tipica de I, se obtendria asi:

Ciy I c, €3 9o, G, ol
I"t=] I c, Ci o, o, o
C;l=C} C3 ! C, o a, a,

(€ '=Cs| C €3 I g, 0, O,
a, =0, a, @ a, I c: G,
@) '=a | @ o @ C I G
() '=ay | o o, o, 3 C I

00 01 00

00 0 0 10

00 0 0 0 1

[pelo,) =

- r o 6 00 0

01 0 0 0 0

00 1 0 0 0

Es obvio que en general y,.(I) = h, ¥ y,,(R)} = 0 para R # I, ya que
con este criterio de construccion sélo I, (J) tiene elementos distintos de
cero en la diagonal principal, y en ella aparece h veces la unidad.

189




Las matrices asi obtenidas tienen estructura de grupo. Demostrarlo
equivale a demostrar que:

I“‘reg(BC) = rreg(B)rreg(C)

o en términos de elementos matriciales:

k
rreg(BC)ki = ‘21 rreg(B)kjrreg(C)ji
J=1,

donde B y C son dos operaciones cualesquiera del grupo, y los subindices
designan las filas y columnas de la tabla de multiplicacién reorganizada.
Por construccion, se deduce que:

_ 1 siR,'R,=8B
rreg(B)kj = { * ’

(0 en cualquier otro caso

y una relacion similar verifica I, (C). Por tanto, la suma sobre j sera cero
a menos que para algin j ambos factores ', (B)y; ¥ I',(C);; sean
simultaneamente distintos de cero. Por el teorema de reorganizacion
{apartado 3.2 del Tema 10), esto solo ocurre si, y solo si

en cuyo caso la suma es igual a la unidad. Por otro lado, este resultado
coincide con la definicién del primer miembro I',(BC),. Es decir, las
matrices asi definidas forman una representacion. A veces esta representa-
cién se denomina representacién regular de Cayley.

27. El teorema célebre

Este teorema establece que la representacién regular de un gru-
po contiene a cada RI del mismo un niimero de veces igual a la dimension de
la RI.

Aplicando la expresion [13.17] para la descomposicion de una repre-
sentacion en suma de RI, el nimero de veces g; que la RI I'; aparece en
T, €8

reg
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1 1
T Z reg(R E th(I)
R

=
I
—

donde I; es la dimension de I'.

Podemos utilizar este teorema para demostrar la igualdad [13.5]. Por
la forma de construir la representacién regular, su dimension es igual a h,
el orden del grupo. Y también debe ser igual a la suma de las dimensio-
nes de todas las RI que la componen. Segun el teorema célebre, esta suma
es:

Z Iili :Z liz

i i

y por lo tanto:
S =h
Este resultado elimina el posible signo «<» de la expresion:

Y B <h

deducida en el apartado 2.1 basandonos exclusivamente en el niimero de
vectores ortogonales posibles en un espacio con una dimension dada.

3. TABLA DE CARACTERES DE UN GRUPO

Acabamos de ver que ¢l conocimiento de los caracteres de las RI de
un grupo permite reducir cualquier representacion reducible. Este proce-
dimiento es de maxima importancia en las aplicaciones de la teoria de la
representacion a problemas quimicos, por ello es muy atil disponer de
tablas en las que figuren los caracteres de las distintas RI de los grupos
de simetria. En la referencia 13 hemos recopilado las tablas de caracteres
de 70 grupos de simetria puntual.

Aunque la tabla de caracteres proporciona menos informacion acerca
del grupo que la que daria el conjunto completo de matrices de las RI del
mismo, da, de hecho, la informacion suficiente para la mayoria de las
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aplicaciones en las que estas RI intervienen. Ademas es mucho mas
comodo manejar caracteres que representaciones matriciales propiamente
dichas. Por ejemplo, no es necesario calcular las matrices de la transfor-
macién de semejanza que reduce una representacion reducible, basta
simplemente con conocer los caracteres de las RI y aplicar [13.17].

31. Contenido

A continuacion veremos como se dispone la informacion en este tipo
de tablas. Ya en ¢l Tema 12 (apartado 4, tabla 1), se mostrd parcialmente
la tabla de caracteres del grupo C,,. En la referencia 13 y en la figura 1
puede ver una tabla mas completa de este grupo. En la figura 1 se hace
un esquema de la informacién que tiene la tabla distribuyéndola por
zonas. Vamos a comentar el contenido de cada una de ellas.

Zona 1. Grupo de simetria puntual en la notacion de Schoenflies.
Para los grupos puntuales que corresponden a alguno de los 32 grupos
cristalograficos, se indica debajo, entre paréntesis, la notaciéon de Her-
mann-Mauguin de dichos grupos.

Zona 2. Clases de simetria del grupo. Se utiliza la notacion de
Schoenflies. La razon de agrupar todas las operaciones de simetria de la
misma clase en una sola columna de la tabla es evidente. Como ya
dijimos, las matrices asociadas a operaciones de la misma clase, en una
representacion dada, tienen el mismo caracter. Cada columna de la tabla
de caracteres corresponde pues a una clase del grupo. El nomero que
figura delante del simbolo de Schoenflies indica el niimero de operaciones
de simetria que constituyen la clase, es el orden de la clase. Cuando el
orden es uno, como sucede siempre en la clase formada por la operacion
identidad, este nimero se omite. Asi, en la tabla del grupo C,, las
cabeceras de las columnas de caracteres son: I, 2C4(C;,C3) vy
3o (c,, a., o)

Zona 3. En esta columna figuran los simbolos representativos de las
RI del grupo. Cada fila de la tabla corresponde a una RI, que se nombra
o simboliza al principio de la fila, en esta zona que estamos comentando.
Hasta ahora hemos venido utilizando los simbolos I'; (I'y, I';, T'5, ...} para
designar algunas RI, ésta es la denominada notaciéon de Bethe, que es
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muy simple, pero se presta a ambigiiedades. Para evitarlo se utiliza la
notacion propuesta por R. S. Mulliken que se fesume en las tablas 1 y 2.

Segliin esta notacidn:
TABLA 1

Simbolos de Mulliken para
designar RI segiin su dimensién

SIMBOLO DIMENSION DE LA RI
A B 1
E 2
T(o F) 3
G 4
H 5
TABLA 2

Simbolos de Mulliken para designar RI segiin sus
propiedades de simetria respecto a ciertas operaciones

SIMBOLO
SIMETRIA
Rotacién C,1C,
r Crh 1
Cn Y GIJ(Gd)
Simétrica A 1 ’ g
Antisimétrica B 2 " U

1. Se utilizan las letras 4 y B para designar las RI monodimensiona-
les. Se elige la letra A cuando el caracter correspondiente a la
rotacion C, en torno al eje principal es + 1; se dice en este caso
que la RI es simétrica respecto a la operacion C,. Si el caracter es
—1, se usa la letra B y la RI es antisimétrica respecto a C,. En los
grupos, como el D,,, con mas de un eje principal (el grupo D,
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tiene tres ejes C, y ninguno de orden superior), solo las RI cuyo
caracter es + 1 para todas las rotaciones alrededor de estos ejes se
designan por A.

2. Las letras E, T(o F), G y H se usan para designar las RI de
dimension 2, 3, 4 y 5, respectivamente. Las RI tridimensionales se
suelen designar por T en los trabajos o publicaciones relativas a
la estructura electronica de las moléculas, mientras que en el
tratamiento de las vibraciones moleculares se emplea, en ocasio-
nes, la letra F.

3. Se utiliza el simbolo prima {') o doble prima () para distinguir RI
simétricas {cardcter --1} o antisimétricas (caracter — 1) respecto a
la reflexion en un plano g,

4. EI subindice ¢ (del aleman gerade, que significa par) y el u (de
ungerade, impar) identifican RI simétricas y antisimétricas frente
a la operacion inversion i, respectivamente.

5. Cuando es necesario distinguir diferentes RI no equivalentes de la
misma dimensién se emplean los subindices 1,2, 3, ... El subindice
1 se usa para RI simétricas respecto a rotaciones en torno a ejes
C, perpendiculares al eje principal o bien respecto a reflexiones en
planos verticales (¢, 0 g,), v el subindice 2 para las antisimétricas,

En los grupos lineales C,,, y D,. en lugar de A se utiliza el simbolo
%, =% para las RI simétricas respecto a las operaciones ¢, y £~ para las
antisimétricas. Asimismo, en lugar de E,, E,, E;, E,, ... se utilizan en estos
grupos los simbolos: T, A, @, I, ... Para las RI del grupo esférico R(3) se
emplea la notacion va familiar S, P, D, F, ... segiin su dimensidn sea 1, 3,
57, ..

Todas las tablas de caracteres tienen siempre una RI monodimensional
totalmente simétrica, es decir una RI cuyos caracteres para todas las
clases del grupe son iguales a 1. Este es un teorema trivial, ya que
tomando como base una molécula cualquiera puede construirse una RI
monodimensional totalmente simétrica de su grupo. Por definicion, la
molécula quedara en una configuracion indiscernible de la original al
aplicar cualquier operacion de simetria. Esta RI se sitia siempre en la
primera fila de todas las tablas.

Conviene recordar que las RI de un grupo se denominan también
especies de simetria de dicho grupo. Se habla asimismo, de especies
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simétricas y antisimétricas respecto a una operacion de simetria dada
{para una RI monodimensional, caracter +1 y —1 respectivamente).

Zona 4. Contiene los caracteres de las RI del grupo. Como indica-
mos al comentar la Zona 2 de la tabla, estos caracteres se agrupan por
clases, cada columna corresponde a una clase. La razon para ello es,
como hemos visto, que las matrices pertenecientes a operaciones de
simetria de la misma clase tienen el mismo caracter.

El caracter de la matriz correspondiente a la operacion identidad, 7,
en cualquier representacion de un grupo coincide, evidentemente, con la
dimension de la representacion. Asi, por ejemplo, en una representacion
tridimensional, dicha matriz tendra tres unos a lo largo de su diagonal
principal, independientemente de la base elegida, es decir, ¥(I) = 3. Por
ello, esta primera columna de caracteres (Fig. 1) de todas las tablas, que
corresponde a la operacion identidad, contiene |as dimensiones de las RI
del grupo.

La mayoria de los caracteres de las RI son nGmeros reales, s6lo
ciertas RI monodimensionales de los grupos C,, C,, S, y T, tienen
caracteres complejos. En este Gltimo caso, dichas R1 aparecen siempre en
parejas de representaciones complejas conjugadas. En efecto, impongamos
que un grupo de simetria con operaciones P, ., R, .. y una tabla de
multiplicacion PQ — R, ... tiene una RI monodimensional I formada por
numeros complejos p, g, r, ... que dan lugar a una tabla de multiplicacion,
pg = r,.. equivalente a la del grupo. Los complejos conjugados de los
nimeros p, ¢, r,.. al multiplicarse entre si daran lugar a una tabla de
multiplicacién de estructura equivalente p*g* = r*, .. Es decir, existira
también otra RI monodimensional del grupo formada por los complejos
conjugados p*, g* r* .., a esta representacion, I'*, se la denomina
compleja conjugada de I'. Asi, las RI monodimensionales complejas de
un grupo aparecen siempre en parcjas de representaciones conjugadas.
En la notacion de Mulliken cada RT de una de estas parejas no recibe un
simbolo distinto, sino que ambas se agrupan con una llave y se les asigna
el simbolo E correspondiente a una RI bidimensional, La razon de ello es
que en las aplicaciones fisicas estas RI aparecen invariablemente juntas,
formando parejas de RI complejas conjugadas. Por otro lado, la reduc-
cion de la representacion bidimensional correspondiente a la suma
directa de las dos RI monodimensionales complejas conjugadas que la
componen no proporciona ninguna informacion adicional de interés y, en
consecuencia, cuando al reducir una representacion reducible aparece
alguno de estos pares de RI conjugadas, la suma directa se suele expresar
en forma «semi-reducida» con el simbolo del par, en lugar de hacerlo en
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forma totalmente reducida indicando cada una de las componentes de
dicho par. Los caracteres de las RI complejas conjugadas suelen indicar-
se, como puede ver en las tablas (Ref. 13) con los simbolos ¢ y ¢¥, donde
¢ = exp (2zi/n), ¥ es su complejo conjugado y n es el orden del eje
principal del grupo en los grupos C,, C,;, v T,, 0 coincide con el subindice
n de los grupos §, (excepto para el grupo S, €n el que n = 3).

Las filas de las tablas de caracteres verifican la segunda y tercera
propiedades de ortogonalidad discutidas en los apartados 2.2 y 2.3, es
decir forman vectores mutuamente ortogonales. También las columnas
Jorman vectores ortogonales, lo que es facil de comprobar, Como el
nimero de clases es igual al de RI, se puede formar una matriz cuadrada,
Q, que tenga la misma forma que la tabla de caracteres:

21(€1)  x. (€5}
Q= 12AE 1) XA}

consideremos también una matriz Q' relacionada con Q:

n (€Y nyxa(%,)*

h h
Q = (o) myya(6,)*
h h

un elemento genérico del producto QQ' ¢s:

WX E Nj(g *
(QQ); = ;W =4, [13.18]

como se deduce de la relacion [13.15]. Por tanto Q¢ = Q™. Pero como
cualquier matriz conmuta con su inversa (Q'Q); = d,; y el resultado de
multiplicar las matrices en orden inverso sera:

ij?

h h
n—(Q’Q)U = Z 16 16} = — by (13.19]

1y

9
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lo que demuestra la ortogonalidad de las columnas de las tablas de
caracteres. La expresion [13.19] es una consecuencia directa de [13.15] y
no aporta nueva informacién. Sin embargo, es una ayuda para construir
rapidamente las tablas de caracteres como veremos mas adelante.

Zonas 5, 6 y 7. En estas zonas se incluyen simbolos de distintas
bases para Ias RI que figuran a la izquierda, en la misma fila. Cuando las
RI son de dimensiones 2, 3, 4, ... se encierran entre paréntesis los dos, tres,
cuatro, ... miembros o componentes de la base. En la Zona 5 aparecen las
bases lineales: los ejes de coordenadas x, y y z (véase el apartado de
explicaciones complementarias), asi como las rotaciones R,, R, y R, en
torno a los tres ejes. En algunos textos aparecen las traslaciones T, T, y
T, en lugar de x, y y z, pero las propicdades de simetria de estos
desplazamientos son exactamente las mismas que las de los correspon-
dientes ejes de coordenadas. Lo mismo sucede con los orbitales atomicos
Pw Py ¥ P, las funciones mateméticas que los representan son algo
complicadas, pero como tienen simetria axial en torno a los ejes x, y v 2,
respectivamente, su comportamiento frente a las operaciones de simetria
es el mismo que el de los ejes de coordenadas que figuran como subindi-
ces. El momento de dipolo eléctrico es un vector de componentes pi,, i, ¥
Y. 0 también M, M, y M, Las propiedades de simetria de estas
componentes son iguales a las de los subindices respectivos, por lo que a
veces se incluyen en las tablas estas componentes en lugar de los subindi-
ces, otro tanto sucede con las componentes p,, p,, p. del momento lineal.
En general, podemos considerar que las bases lineales x, y, v z de las
tablas de caracteres representan tanto a los ejes de coordenadas cartesia-
nas como a cualquier otro conjunto de elementos, operaciones, vectores o
funciones cuyo comportamiento {rente a las operaciones de simetria sea
idéntico al de estos ejes. Evidentemente las RI construidas sobre estas
bases son exactamente las mismas. Otro tanto podriamos decir de las
componentes del vector momento de dipolo magnético, o del vector
momento angular L, L, L, que expresa la rotacion en torno a un egje
arbitrario; ambos tipos de componentes se comportan, respectivamente,
frente a las operaciones de simetria como las rotaciones R, R, y R,. Es
facil determinar las propiedades de simetria de estas rotaciones. Basta,
para ello, observar el comportamiento frente a las operaciones de simetria
del par de vectores que representan cada una de ellas —véase la figura 1
de! Tema 12 para R,— o bien de una flecha circular (Fig. 8, Tema 12,
también para R,).

Considerando la tabla del grupo C,, (Fig. 1) podemos comprobar que
el eje z, o la coordenada z, es invariante frente a todas las operaciones de
simetria del grupo (el eje z coincide con el gje principal C,) v por tanto es
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base para la RI totalmente simétrica del grupo, A,. Una rotacion R,
resulta invariante frente a I y C5 pero se invertiria su sentido frente a una
operacion g, luego es base para la RI 4,. En el caso de la RI bidimensio-
nal E, el par de coordenadas {x, y) es base para dicha representacion, en
efecto: :

I Cy 7,

r. = 1. 0\ [cos(2r/3) —sen(2n/3) 1 0
Xy = {(0 1), (sen (2m/3) cos (271:/3)), (0 _1), }

Y por tanto:

La Zona 6 agrupa las bases cuadrdticas: xy, xz, yz, x>, y* y z%, o
bien combinaciones lineales del tipo x> — y?, 2z% — x* — y*, x* + y* y
x? + y? + z2. En algunos manuales aparecen en su lugar las componen-
tes del tensor de polarizabilidad a,,, «,,, .. que, como en casos anteriores,
tienen exactamente las mismas propiedades de simetria que las funciones
x%, xy, .. Los orbitales d,,, d.,, d,,, d,»_,» ¥ d,» tienen la misma simetria
que las funciones que figuran como subindices, por ello, al igual que las
componentes del tensor de polarizabilidad, son base para las mismas RI

que las funciones cuadriticas antes mencionadas.

Finalmente, en la Zona 7 se incluyen las bases cubicas: xyz, xz?%, yz?,
23, z(x? — y3, x(x? — 3y, y(3x% — ¥?), z(527 — 3r?), x(5z* — r?). Los
orbitales fi.., fr2y2p fuxz—ay2y fuaxz—y2p Losa-3my O foos Sasar—im © fim2 ¥
Fusz2-s2y O fz2 tienen la misma simetria que las funciones cabicas de sus
subindices, lo que permite dar también otra interpretacion a esta zona de
las tablas. En el apartado 8.2 y Apéndice V del texto de F. A. Cotton,
recomendado al final de este tema, asi como en las referencias 14 a 16

puede ver una amplia discusion sobre la forma y simetria de los orbita-

les f.

199




3.2. Construccion

200

En muchos casos, es posible construir la tabla de caracteres de un
grupo por simple inspeccién, ayudandose de algunas de las propiedades
de los caracteres de las RI que hemos venido citando a lo largo del tema.
En general, son necesarias las propiedades primera a cuarta, derivadas
del teorema de la ortogonalidad total, y una quinta propiedad adicional
que se menciona seguidamente, La aplicacion de estas propiedades se
suele hacer en el orden siguiente:

1.

El nimero de RI es igual al nimero de clases.

2. Las dimensiones de las RI vienen determinadas por la expresion

3.

[13.5]:

Y2 =h

Las filas de la tabla son vectores ortogonales y normalizados a h.
Expresion [13.157:

; 1 Cr)y j(%k)*nk = hd, :]

Las columnas de la tabla son vectores ortogonales y normalizados
a h/n,. Expresion [13.19]:

h
Z 1 C D (6) = ;; O

k

Los elementos de una fila i estin relacionados por:
n in((gj)nkZi((gk) =1 Z Ciutui (%)) [13.20]
1

Al multiplicar dos clases 4, y %, del grupo (es decir, sus corres-
pondientes operaciones segin la tabla de multiplicacion) se obten-
dra, en general, un conjunto de clases que se indica asi:

(gﬁ”ﬂk :Z Cﬂcl(gf [13.21]
1

donde ¢y, es el nimero de veces que la clase %, aparece al
multiplicar %; por %,. Estos coeficientes c,, son los que inter-




vienen en [13.20]. Asi, por ejemplo, construyendo la tabla de multi-
plicacion del grupo C,, puede comprobarse que sus clases
C,={I}, 4,={Cs, C3} y €5 = {6,, 0., g,} dan lugar a los
productos: €€, =%,, €61 =C3, €,6,=29,+%,, €.,%; =
=2%, vy 4,65 = 3%, + 3¢,, en los que aparecen los citados
coeficientes ¢,

Vamos a demostrar la propiedad [13.20]. Para cualquier clase
€, se verifica que X "'RX = R/, donde R y R’ son dos elementos
de ¥, v X un elemento del grupo. Al aplicar esta transformacion
de semejanza a los distintos elementos R de la clase €, se iran
obteniendo los correspondientes elementos conjugados R’ que por
definicion pertenecen a %,. Si se ha aplicado la transformacion a
todos los elementos R de %, se habra obtenido un conjunto de
elementos R’ que sera igual a la clase %, lo que se escribe:

X— 1(gk.X = (gk
o bien multiplicando por X:

XX 14X = X%,
%X = X%,

Considerande esta ecuacién en términos de una representa-
cion matricial de dimension [, podemos introducir una matriz €,
que sea la suma de todas las matrices de la clase %, Como la
suma de matrices es conmutativa y la multiplicacion por la matriz
X es lineal: :

%kx = X%k
y segln el lema de Schur %, debe ser una matriz constante, #,1,

donde 1 es la matriz unidad de dimension [, Aplicindolo a
[13.21]

itk = 2. Cille, [13.22]
[

Si evaluamos la traza o caracter de €, de dos formas distintas:

Tr €, = Tryld=nd; [13.23]

Tr €, = Tr ) (R, =yl [13.24]
=1

201




donde I'{R,) son las matrices de la clase %, en la representacion
I',, todas ellas tienen el mismo caracter y su nimero es n,.
Igualando los resultados [13.23] v [13.24]:

_ n X6,
171: - I-

i

sustituyendo esta expresion en [13.22] se obtiene directamente la
propiedad [13.20].

Normalmente, las tres primeras propiedades citadas son suficientes
para construir una tabla de caracteres. Las dos Gltimas muchas veces solo
sirven para verificar los resultados. Por egjemplo, para ¢l grupo C,,
pueden deducirse rapidamente los caracteres de la tabla sin necesidad de
conocer las matrices de sus RI. Como este grupo de simetria tiene tres
clases, habra tres RI, dos monodimensionales y una bidimensional, como
dedujimos al final del apartado 2.4, Esto determina los caracteres de la
primera columna de la tabla: 1, 1 y 2. En la primera fila de todas las
tablas se sitian los caracteres de la RI monodimensional totalmente
simétrica del grupo, en este caso: 1, 1, 1. Una vez determinadas la primera
~fila y la primera columna, los cuatro caracteres restantes se evalian a
partir de la tercera o cuarta propiedad, aplicando la tercera:

11+ 75(Ca)-1-2 4 xof0,) - 1:3 = 0] 32(Cy) = 1
L1+ 73(Ca)-2 +x3(0,) 3 =6f yylo) = —1

21 + x3(C3) 12 + yslo, 3 = 0} x3(Cy) = —1
o

)-1-
2-1 4 x3(C3)-1-2 + yale)- (—1)-3 =0 ys(0,) =0

Se puede verificar que estos caracteres cumplen las restantes propie-
dades. Cuando los caracteres deben ser necesariamente niimeros no
enteros el calculo no es tan simple. Sin embargo, si existe un conjunto de
nGmeros enteros que satisface las citadas propiedades es preferible a la
hora de construir la tabla de caracteres.
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3.3. Grupos coatinuos

Los grupos puntuales de las moléculas lineales, C,,, ¥ D, asi como
el grupo esférico de todas las rotaciones de un dtomo R(3) difieren de los
grupos puntuales que hemos tratado anteriormente porque tienen un
nimero infinito de elementos. No obstante, es posible construir represen-
taciones reducibles e irreducibles de estos grupos de la misma manera
que para los grupos puntuales finitos.

|

Si en el grupo C,,, asignamos, como es habitual, un sistema de ejes
cartesiano de modo que el eje z coincida con el gje C,, y determinamos el
efecto de una operacion C_{¢) sobre las coordenadas de un punto
obtendremos una matriz del tipo [12.23], evidentemente una por cada
posible valor de ¢ en el intervalo 0 a 2n. Andlogamente cada reflexion o,
en un plano que contiene al eje z y forma un angulo § con el eje x viene
representada por una matriz como la [12.24], una por cada valor de f en
el intervalo 0 a n. La matriz correspondiente a I es la matriz 1,. Hemos
contenido asi una representacion del grupo C,, que es reducible. En
efecto, los elementos I', , ,(R);5 de todas las matrices de esta represen-
tacion son iguales a 1 y forman, por tanto, la RI monodimensional to-
talmente simétrica del grupo (son los elementos de la tercera fila y ter-
cera columna de cada matriz, y corresponden a la coordenada z que
resulta invariante). El otro bloque restante de dimension 2 x 2 da lugar
a otra representacion I', , que es bidimensional e irreducible como su-
cede en todos los grupos C,,.

Debido a que el nimero de elementos y clases de estos grupos es
infinito, los teoremas y propiedades que hemos venido describiendo a lo
largo del presente capitulo no son aplicables a estos grupos, y es necesa-
rio emplear otros procedimientos, mas elaborados, para determinar sus
RI1. Las tablas de caracteres de la referencia 13 muestran los resultados.
El nimero de RI es infinito, pero pueden ordenarse de manera que en la
practica s6lo son necesarias las primeras R1. Comentamos seguidamente
las tablas de caracteres de estos grupos continuos.

A Co,,

En este grupo cada par de rotaciones C(¢) v C.(—¢)
forman una clase, hay, por tanto, una clase con dos elementos
por cada valor de ¢. Cada reflexion ¢, forma una clase por si
misma. El grupo tiene dos RI monodimensionales y una secuen-
cia infinita de RI bidimensionales. En la notacion de Mulliken
estas RI se designarian con los simbolos A, 4,, E,, E,, E, ..., sin
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embargo se ha generalizado una notacion, ya mencionada, en la
que se emplean las letras griegas I, TI, A, @, ..., procedente de las
primeras investigaciones espectroscopicas de las moléculas linea-
les.

B. D

coh

Este grupo puede generarse a partir del C,, afadiendo la
operacion inversion i y las que resultan al multiplicar por i todas
las operaciones del C,,,, lo que s¢ indica asi: D, = C,, X i
Cada RI del grupo C_, da lugar a dos RI del D, una simétrica
respecto a i, que lleva el subindice ¢, y otra antisimétrica, con el
subindice u.

C. R(3)

En este grupo se consideran todas las posibles rotaciones en
torno a los infinitos ejes que pasan por un punto dado. Las
rotaciones del mismo angulo, en torno a cualquiera de estos ejes,
pertenecen a la misma clase. Las RI de R, se caracterizan por el

, . , 3 5
numero j, de valores j = 0, 5 1, 5 2, 7
familiares a aquellos que hayan estudiado el tratamiento mecano-
cuantico del momento angular. Hay una RI por cada valor de j y
su dimensioén es 2f 4+ 1. La preferencia en usar nimeros enteros al
construir RI, siempre que esto es posible, hace que en lugar de
estos valores de j, se utilicen otros, identificados por la letra [
Cada RI se caracteriza, pues, por un valor de [, se obtiene asi una
notacion para las RI del grupo R(3) que guarda una estrecha
relacion con la del momento angular orbital usada en espectros-
copia atdmica:

, que resultaran

Valor de I 0o 1 2
Notacion RI; S P D
Dimension RI (21413 1 3 5

-1 =y W

4
G
9

En los grupos continuos no se puede aplicar la expresion usual del
teorema de la ortogonalidad total [13.1], ni tampoco de las propiedades
derivadas, por ejemplo [13.14], ya que estos grupos tienen un numero
infinito de RI y de clases. Para los grupos continuos es necesario sustituir
las sumas por integrales sobre las operaciones del grupo (Ref. 17), asi 1a
formula de reduccion [13.17] se transforma en (Refs. 18 y 19):
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f ARy {(R)* dR
a. =

de

donde las integrales se extienden a todo el intervalo de variacion conti-
nua del parametro que define R (¢ en las rotaciones), hasta considerar
todas Ias operaciones del grupo.

[13.25]

La aplicacion de la ecuacion [13.25] para reducir una representacion
dada puede resultar tediosa, por ello se han desarrollado distintos
procedimientos (Refs. 20-25) que facilitan el proceso de reduccion, espe-
cialmente de cara a la realizacion de ejercicios practicos. Todos ellos
proporcionan resultados correctos, y presentan ciertas ventajas y desven-
tajas al compararlos entre si.

En temas posteriores veremos la aplicacidon de alguno de estos méto-
dos a problemas de vibraciones moleculares.

4. UN ORGANIGRAMA

Desde el Tema 10 venimos siguiendo un camino que nos ha permitido
conocer la forma de caracterizar la simetria de las moléculas y cristales,
aplicar conceptos de la teoria de grupos a las propiedades de simetria de
estos sistemas y, finalmente, introducirnos brevemenie en la teoria de la
representacion. A lo largo de estos temas se han presentado numerosos
conceptos y quiza el estudio de cada uno de ellos ha hecho dificil percibir
la estructura que los relaciona, a veces «los arboles no dejan ver el
bosque». Por ello, antes de aplicar a distintos sistemas quimicos los
conocimientos adquiridos, tarea a la que dedicaremos los restantes temas,
conviene hacer un alto v echar la vista atras. Con esta intencion, en la
figura 2 se muestra un organigrama que resume los conceptos basicos que
s¢ han venido describiendo, e indica como se relacionan siguiendo un
proceso propedéutico.
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simetria ]

operaciones de simetria molecular

¥

teoria de grupos: grupos puntuales

teoria de la representacién: grupo
homomorfe de operadores de simetria B

Tepresentaciones matriciales

representaciones matriciales representaciones matriciales de los onerad £ sob
de los operadores R sobre la base de de los operadores £ sobre la base la hamp:[:u:rifmjumom
lzs coordenadas de un punto de un conjunto de vectores de Fanciones
R .. ‘.—
representacionss matriclales
de los grupos puntuales
1 \
representaciones representaciones
no equivalentes equivaientes |
representacionss representaciones
reducibles irreducibles
teoremas

y

tablas de caracteres

aplicaciones a sistemas
lisico~quimicos

Figura 2—Organigramafresumen de los Temas 10 a 13.
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EXPLICACIONES COMPLEMENTARIAS

Los gjes de coordenadas cartesianas, asi como las coordenadas (x, y, z)
de un punto arbitrario se comportan frente a las operaciones de simetria
de manera diferente, segin hemos visto en ¢l Tema 12, Las matrices de
las representaciones construidas sobre estas dos bases tridimensionales
correspondientes a un operador de simetria dado son traspuestas una de
otra (comparar las expresiones de T(R), [12.20], y T"(R) obtenidas en el
apartado 2.3 del Tema 12). Sin embargo, al caricter de estas representa-
ciones s0lo contribuyen los elementos de la diagonal principal de cada
matriz, que en ambas representaciones para un operador dado son los
mismos. Hs decir, las dos representaciones tendran los mismos caracteres.
Por tanto, podemos considerar que los simbolos x, y y z en la zona 5 de
las tablas de caracteres se refieren tanto a los ejes como a las respectivas
coordenadas de un punto. Ambos conjuntos son base para la misma RI
de la tabla.

Otro tanto sucede con el criterio adoptado para el sentido positivo de
giro en los operadores de rotacion propia ¢ impropia. Puede observarse
que las matrices [12.22] y [12.23] tendran siempre el mismo caracter. El
criterio empleado es, por tanto, indiferente al considerar los caracteres o
manejar las tablas.

En cuanto al efecto de los operadores de simetria sobre las funciones
de posicion siguiendo el criterio de Wigner, lo més comodo en un caso
dado consiste en considerar primero el efecto de la correspondiente
operacidn sobre los ejes (contrario o inverso al efeclo sobre las coordena-
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das), e introducirlo después en la funcion como si se tratase del efecto
sobre las coordenadas. Asi, por ejemplo, si aplicamos C,, a xyya x + y
en el sentido de giro de las agujas de un reloj (Fig. 10.a, Tema 10\

C,X=-Y ; CLY=X
y por tanto:

Caslxy) = (—yx = —xy ; Chlx+y=—y+x=x—y

Para las funciones de base cuadraticas incluidas en la zona 6 de las ta-
blas de caracteres puede comprobar que es indiferente el criterio emplea-
do para el sentido de las rotaciones. Los caracteres de las representa-
ciones que se obtienen son los mismos. Aplique, por ejemplo, ¢l operador
¢,, con ambos sentidos de giro (C,, y C,.") a las funciones xy y x*—y?
y compare los resultados obtenidos.
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"ACTIVIDADES RECOMENDADAS

Construir la tabla de caracteres del grupo C,, completando también
las zonas correspondientes a las bases lineales, cuadraticas y clbicas.

Consultar en una hemeroteca las referencias 20 a 25. Todas ellas
corresponden a la revista Journal of Chemical Education. Es muy
interesante seguir la polémica que en ellas se suscita, y al mismo
tiempo, puede aprender los distintos métodos que se¢ proponen para i
reducir representaciones de grupos continuos.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Demostrar que todas las RI de un grupo abeliano deben ser mono-
dimensionales.

2. Construir la tabla de caracteres del grupo ciclico C4 y verificar que
las filas de la tabla (caracteres de sus RI) son vectores ortogonales y

normalizados a h.

3. Determinar la notacion de Mulliken correspondiente a las RI del
grupo T, cuyos caracteres se dan a continuacion

T, I 8C, 3C, 6S, 6o,
r, 1 1 1 1
r, 1 1 1 -1 -1
r, 2 —1 2 0
r, 3 0o -1 1 -1
I's 3 0o -1 -1 1

4, Seguidamente se da una tabla de caracteres incompleta del grupo Dj.
Deducir los caracteres que faltan en la tabla a partir de las funciones
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de base lineales o cuadraticas que figuran en las dos altimas zonas a
Ia derecha de la tabla.

D, |1 20, 3,

A |1 1 1 x*+y?, 22
A, |1 z, R,
E |2 (x, ¥ (R, R) (x> —y%, xy), (xz, yz)

De las 51gu1entes coordenadas, rotaciones y funciones: x, y, z, R, R,
R, x* ¥, 2%, xy, xz e yz, deducir cuales de ellas forman base para las
RI del grupo C,,. Completando las zonas de bases lineales y cuadra-
ticas de la tabla de caracteres que se da a continuacién:

A, 1 1 1 1
B, 1 ~1 1 -1
A, 1 1 -1 -1
B, 1 —1 -1 1

Los tres orbitales p,, p, ¥ p, forman base para una representacidn
tridimensional del grupo C,,. Determinar los caracteres de dicha
representacion y reducir ésta a la suma de RIL

Los cuatro orbitales 1s de los 4tomos de hidrogeno de la molécula de

‘metano forman base para una representacion reducible del grupo de
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simetria de esta molécula. Determinar los caracteres de dicha repre-
sentacion y reducirla a suma directa de RI,

Segin la tabla de caracteres del grupo de simetria C,, que se da a
continuacion, las representaciones reducibles I", y I'p de dicho grupo,
cuyos caracteres se indican en las dos Gltimas filas de la tabla, pueden
reducirse a suma directa de RL. Determinar las representaciones de
esta suma.




Cs, I 2C, 3o,
A, 1 1 1
A, I 1 =1
E 2 ~1 0
T, 2 2 0
T, 4 1 0

9. Verificar que la componente L, del momento angular

Lz = XpP, — VP

donde p, y p, son componentes del momento lineal, es base para la
RI A, del grupe C,,.
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SOLUCIONES A 1L.OS EJERCICIGS DE AUTOCOMPROBACION

1, Sean Py Q dos elementos cualesquiera de un grupo abeliano, e I el
clemento unidad del grupo:

P'QP =P 'PQ =10 =0

Es decir, cada elemento de un grupo abeliano forma una clase por si
mismo. Por otro lado, seglin la cuarta propiedad, apartado 2.4,
derivada del teorema de la ortogonalidad total, el nimero de RI del
grupo debe ser igual al niimero de clases. Ambas propiedades impli-
can que el numero de RI de un grupo abeliano es igual al orden del
grupo, h. Aplicando ahora la primera propiedad, expresion [13.57, al
grupo abeliano:

B+B+8+..+F=h

Como las dimensiones de las RI s6lo puetlen ser nimeros enteros
distintos de cero, I; = 1,2, 3, .., los Unicos valores posibles de !, que
satisfacen la ecuacién anterior son:

=1, i=1,23 .k

?

Por tanto, las RI de un grupo abeliano son monodimensionales. Puede
comprobar esta propiedad observando, por ejemplo, las tablas de
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caracteres de los grupos ciclicos C,, que como ya vimos son abelia-
nos, o bien las de los grupos C,,.

El grupo C, es ciclico, sus operaciones de simetria son: C;, C3 y
C3 = I, y como todos los grupos ciclicos también es abeliano. Por
tanto, segin hemos visto en ¢l ejercicio anterior, debe tener tres Rl
monodimensionales. Quedan asi determinadas la primera fila de la
tabla, tres unos, correspondiente a la RI totalmente simétrica del
grupo, v la primera columna, otros tres unos, con los caracteres x{I)
de las tres RI monodimensionales. S6lo faltan por determinar cuatro
caracteres de la tabla. Si empileasemos para evaluarlos el mismo
procedimiento que hemos empleado en el apartado 3.2 para el grupo
C;,, obtendriamos dos parejas de ntmeros del tipo (—1 + \/5)/2,
una por cada RI. En lugar de estos numeros, se utilizan otros,
complejos, mucho mas faciles de manejar.

Construyamos una representacion del grupo sobre la base de las
coordenadas x, y, z de un punto. Obtendremos tres matrices T'(J),
I'(C3y) y T(C% como las del ejercicio de autocomprobacion 2, del

Tema 12, pero intercambiando los elementos \/5/2 y m\/§/2 porque
la base esta formada por coordenadas (x, y, z) no vectores unitarios
de referencia. Observando estas matrices, se advierte que esta repre-
sentacion puede reducirse a suma directa de la RI totalmente simé-
trica del grupo €, y una representacion bidimensional. Hagamos aho-

ra el cambio de la base x, y, z a la compleJa x'={x—- iy)/\/i,
=(x + zy)/\/- 7 =z

N
= %{F %‘EH

Este cambio de base da lugar a una transformacion de semejanza
mediante la cual Ia represenlacion anterior se transforma en otra
equivalente. Segun [12.32] y [12.36] la transformacion de I'(C5) sera:

C)=A"'T(CHA = BI(C,)B 1




donde B es la matriz unitaria del cambio de base, y por consiguiente:

i |
N ﬁ 0 cosa seng O / 75 0
| = 1 [ i i =
(€3 — 0 —seno cosoe O Lo
2 2 2 V2

0 0 1 0 o ! 0 0 1
coso+isena 0 0 e 0 0
0 coso--isene 0| = (0 g* O
0 0 1 0 0 1

donde a = 27/3 v & = exp (2xi/3). Analogamente, para las operacio-
nes I y C3 obtendriamos:

10 0
"h= (0 1 0] yI(€y)=
0 0 1

En la nueva base, las tres matrices estan en forma totalmente reduci-
da, la representacion es suma directa de tres RI monodimensionales,
las tres del grupo. La tabla de caracteres es:

C, I ¢, 2

A 1 1 1
{FC 1 & e®

E
r# 1 FA

o

donde A es la RI totalmente simétrica, y I', y I'F son las otras dos RI
monodimensionales complejas, conjugada una de otra. Esta pareja de
RI conjugadas se designa en la notacion de Mulliken con la letra E.

Verifiquemos que estas RI tienen las propiedades de ortogonalidad
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contenidas en la expresion [13.15]:

—
—
(w5}
o
k3
pS—
—
I¥

2
1+e+5*=1+2005—3ﬁ~=0

—

p—

=1+4+e*+e=0

—
f—
<=}
*

[2r]
S—"
—

(1 & e®)f{ e*] =01 & &% | ¢ =1+ &2 + g¥e*

luego el 0ltimo producto escalar se convierte en;
4+t =P r ettt = et

Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas siguientes:

! I
Y cosQan/ly=0 ; 3 sen2mn/l =0
n=1 r=1

‘el producto citado es igual a cero:

3 3
e'+ et +e=3 cos(2mnn/3) +1i Y sen(2mn/3) =0

n=1 r=1

Por otro lado, los tres vectores se han normalizado a 3, orden del
grupo:

@1 il =141+1=3
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Qe M le | =1+2*=1+22=1+23=1+2=3
8*
1 *

1 e* o ef| =1+2e%=23

En ¢l apartado 4.5 del texto de apoyo de F. A. Cotton se discute
también la construccion de la tabla de caracteres del grupo C;. Tanto
en los grupos ciclicos C,, como en algunos otros grupos, C,;, S,. ...
se efecthian cambios de base como el indicado en este ejercicio para
obtener parejas de RI monodimensionales complejas, con las que se
puede operar facilmente, segiin acabamos de ver. Hay que tener
siempre presente, no obstante, que aunque en la notacion de Mulli-
ken cada pareja de RI se designa por la letra E, no es una RI
bidimensional, sino dos monodimensionales. Al reducir una repre-
sentacion reducible mediante la expresion [13.17], o al aplicar cual-
quier relacion de ortogonalidad, se deben utilizar las RI monodimen-
sionales individuales, T, y I'¥, de cada pareja, si bien observare-
mos que ambas aparecen siempre ¢l mismo nomero de veces, por
ello en lugar de expresar la suma directa resultante en la forma
I'=.@&ml, @ ml*®.., se sucle hacer usando la notacion de Mulli-
ken, I' = ..@&mE®....

Las RI T, y I, son monodimensionales y simétricas respecto a los
ejes de mayor orden del grupo, C,. Luego son RI de tipe 4. Como no
existe centro de inversion, ni planos a,, pero si 6, y respecto de la
reflexion en estos planos I’y es simétrica y I', antisimétrica, recibiran,
respectivamente, la notacion 4; y A,. (Ver tablas 1 y 2).

La RI bidimensional I'y es tnica, puede representarse entonces
simplemente con la letra E.

Existen dos RI tridimensionales, [, ¥ I's, que, como en ¢l caso de Iy
y [',, pueden distinguirse, respectivamente, en la notaciéon de Mulli-
ken con los subindices 1 y 2 bajo la letra T.
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La tabla de caracteres puede escribirse entonces asi:

T, | I 8C, 3C, 65, 6q,
A | 1 1 1 1
A, | 1 1 1 -1 =
El 2 -1 2 0
T, | 3 0 -1 [
T, | 3 0 —1 -1

Segin el enunciado, el eje z es base para la RI monodimensional 4,.
Veamos coOmo se comporta esta base frente a las operaciones de
simetria del grupo:

2= = yC;) RI 4,
Coz=—z = yC)=—1

. 1 /3
A 1
HC) = === 1
VA 2 2
2y ="5"x — 5y P RLE
¢
N =N }x{cz)=1*1=o
Cry =~ J

Donde el eje z coincide con el eje principal C; y el eje x se hace
coincidir con uno de los gjes C,. Teniendo en cuenta también que
todas las operaciones de simetria de la misma clase en una represen-
tacion, dan lugar al mismo caracter, la tabla de caracteres, prescin-
diendo de las bases, debe ser:

D, I 20, 3G,
A, 1 1

A, 1 —~
E 2 -




Consideremos primero los ejes x, y ¥ z. Las operaciones de simetria
del grupo C,, transforman estos ejes, asi como las correspondientes
coordenadas en:

I C, i @
X X —X —X
y y =y -y y
z V4 Z —Z —Z

Luego tanto estos ejes como las coordenadas son base para RI
monodimensionales de caracteres:

T, 1 -1 1 1
T, 1 —1 =1 ]
r 1 1 -1 -1

z

El eje o la coordenada x es base para una RI B,, y lo mismo sucede
con y. El eje o la coordenada z es base, sin embargo, para una RI A4,

Procediendo de igual forma sobre las rotaciones R,, R, y R,, y sobre
las funciones cuadriticas indicadas en el enunciado, s¢ obtienen los
resultados que se indican en la siguiente tabla:

Cy 1 C, i a,

A, 1 1 1 1 R, x2, 2, 2% xy
B, 1 -1 1 —1 R.,R Xz, vz

A, 1 1 —1 —1 z

B, 1 —1 —1 ! X, ¥

Los orbitales p,, p, y p, tienen, segin hemos visto, las mismas
propiedades de simetria que los ejes x, y y z. Observando la zona de
bases lineales de la tabla de caracteres del grupo C,,, en la referencia
13 por ejemplo, se advierte directamente que la representacion indica-
da en el enunciado puede reducirse a la suma directa: 4, @ E. El
orbital p, es base para 4, y el conjunto (p,, p,) para E. Los caracteres
se obtienen sumando los de estas dos RI.
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Otra forma, no tan directa, de resolver el problema seria determinan-
do el comportamiento de la base frente a las operaciones de simetria
del grupo C,,. No es necesario construir la representacion matricial
propuesta. Basta con considerar los elementos de la diagonal princi-
pal, que son los Gnicos que contribuyen al caracter de la representa-
cion. Asi, por ejemplo, la identidad no altera ninguno de los orbitales
de la base, luego x(I) = 3. El operador C, no altera el orbital p,, p, lo
transforma en —p, y p, en p. El Onico ¢lemento de la diagonal
principal distinto de cero es un 1 correspondiente al orbital p,, luego
7(C,) = 1. Procediendo de igual forma con las demas clases:

Cop,=p. 3 Cope=—p. 3 Copy=—n,
ACy) = —1— 1+ 1=—1

6',,pz:pz ; 6-upx:px ; 6vpy=_py
fo)=1—-1+1=1

Gap. =D, i GaPx=Py 3 Gaby =P
Ho=040+1=1

Los caracteres de la representacion son:

c4u| I 20, C, 26, 2

r, |3 1 -1 1 1

que por inspeccién de la tabla puede comprobarse que son suma de
los caracteres de A, v E. Si no se advierte directamente que efectiva-
mente I', = 4, @ E, puede recurrirse a la expresion [13.17] obtenien-
do a(A,) =1, a(E) =1 y para las demés RI a, = 0.

La molécula de metano pertenece al grupo de simetria T, (Fig. 19 del
Tema 11). La base constituida por los cuatro orbitales atomicos (OA)
15 de los atomos de hidrogeno (H, H,,H,, H,) se comporta [rente a
los operadores del grupo como sigue: el operador identidad no altera
la base, cada operador C, deja inalterado solamente un CA de la
base, ademas del atomo de carbono central que no pertenece a ella,
los operadores C, transforman cada OA en otro diferente, lo mismo
que los operadores S; por Giltimo, las reflexiones é, transforman en si
mismos dos OA 1s de la base. Los caracteres de la representacion del
grupo T, sobre esta base son, en consecuencia:
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Observando la tabla de caracteres del grupo T, o aplicando [13.17]
se puede reducir esta representacion a:

r1s=A1® Tz

Es facil comprobar en la tabla de caracteres del grupo C;, que:
IN,=A, @4, y I'h=4A,®4,8E

En todo caso, a partir de [13.17] se obtienen dichas sumas directas:

I,
1
aA) = (1-2:1+2:2:1+3.0.) =1
1
aMﬂ=gﬂaJ+2a4+3n4—m=1
1
MB=EUQQ+ZQ{_U+}QU=0
rA :A1@A2
e
1 N
dAJ=aL41+21J+304) =1

amg=éu44+244+304—m:1

ma:%u42+2¢{—n+3am=1
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Segun ha estudiado en cursos anteriores, el vector momento lineal p
de una particula de masa m y velocidad v se define como p = myv, sus
componentes son:

Py=mv, , p,=my, , p,=my,
El momenio angular L de la particula (momento de su momento

lineal), cuyo vector de posicion se designa por r, se define por el
producto vectorial:

ot
|

L=rxp , esdecir L= |x y =z
P Py D

Sus componentes son, por tanto:

szypz_zpy » Ly=sz_xpz s Lzzxpy“ypx

En el ejercicio 5, hemos tenido ocasion de determinar las propiedades
de simetria de las rotaciones R,, R, y R,. Para ello se emplean
simples argumentos graficos. Asi, es evidente graficamente que la
operacion a;, (grupo C,,) no altera una rotacion en torno al eje z; sin
embargo cambia de sentido las rotaciones en torno a ejes contenidos
en dicho plano, R,, R,. Ahora podemos confirmar estos resuttados de
una forma mas precisa teniendo en cuenta que las propiedades de
simetria de estas rotaciones son exactamente las mismas que las de
los componentes del momento angular correspondientes.

Veamos ¢l efecto de los operadores de simetria del grupo C,, sobre la
componente L. Por definicion, las componentes del momento lineal
s¢ comportan frente a los operadores de simetria como las traslacio-
nes respecto de cada uno de los ¢jes, T, T, T,, es decir como los ejes
de coordenadas (x, y,z); a partir de [12.21], [12.23], [12.28] y consi-
derando un plano ¢, que coincide con el ¢je x:

L,=1L

x z

&r;Lz = &v(xpy - ypx) = x(_py) - ("ﬁy)px = MLz

~ A 1 3 3 1
C3Lz bl C3(xpy - ypx) == (_— Ex - iy)({px - 2py> -

2




_(_éx_zy)(_ipx_épy)_ NENRIRNE

2 2 2 3 = T4 Pt Py

3 1 \/g 3 1 \/5
T3 Px T Py T XDt XDy — Y 7Yy =

=xpymypI:Lz

luego: y(I) = 1, (c,) = —1 vy x(C3) = 1. Hemos obtenido los caracte-
res correspondientes a una operacion de simetria de cada una de las
clases del grupo C,,. Como a todas las operaciones de una clase dada
les corresponde el mismo caracter, podemos concluir, observando Ia
tabla de caracteres del grupo C;,, que la componente L, es base para
la RI A4,; o lo que es lo mismo, que R, es base para dicha RI. Otro
tanto podriamos hacer para las componentes L, y L,
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REPRESENTACIONES Y MECANICA CUANTICA







i
;
i
I

ESQUEMA/RESUMEN

PROPIEDADES DE SIMETRIiA DEL OPERADOR HAMILTONIANO
s Las funciones de onda como base de RI
¢ Degeneracién normal y occidental
o Uso de las RI para clasificar y designar las funciones de onda i
OPERADORES DE PROYECCION

PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES DE UN GRUPO

» Integrales nulas
» Reglas de seleccion espectroscopicas. Algunos ejemplos

INTRODUCCION A LAS APLICACIONES DE LA TEORJA DE GRUPQS . UN
ORGANIGRAMA
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OBJETIVOS

¥l tratamiento tedrico de sistemas con muchas particulas por los
métodos usuales de la mecanica cuintica es una ardua tarea. Asi, por
gjemplo, la ecuacion de Schrodinger para moléculas de interés quimico
resulta extremadamente dificil de resolver. Afortunadamente, la simetria
de tales sistemas facilita de alguna manera su tratamiento. Se introduce
en dicha ecuacion la simetria, y los resultados que hemos venido obte-
niendo en su estudio, considerando una propiedad simple, pero muy util:
los operadores de simetria, R, conmutan con el operador hamiltoniano,
H. Haciendo uso de esta propiedad, veremos cémo es posible deducir
algunas peculiaridades de las soluciones de la ecuacion de Schrodinger
sin necesidad de resolverla. Demostraremos, asimismo, que las funciones
de onda son base para representaciones irreducibles del grupo de simetria
al que pertenece la molécula. En consecuencia, podremos determinar queé
integrales, en las que intervienen estas funciones, son iguales a cero. Con
ello, son mas faciles de resolver los determinantes seculares y se obtienen
directamente las conocidas reglas de seleccidon espectroscopicas.

En las paginas que siguen se pondra de manifiesto como la teoria de
grupos permite incorporar la simetria de los sistemas microscopicos a los
procedimientos de célculo de la mecanica cuantica. La consideracion de
su simetria introduce, como hemos dicho, simplificaciones en los calculos.

Al estudiar este tema se encontrard con desarrollos matematicos de
distintas demostraciones. Desde un punto de vista practico, lo importante
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no son las demostraciones en st mismas, sino los resultados a los que se
llega, ¥ que se resaltan mediante recuadros o letra cursiva. La realizacién
de ejercicios del tipo propuesto al final del tema puede ser de gran ayuda
para entender el significado y utilidad de dichos resultados, v quiza
contribuyan a aclararle algunos aspectos de estos desarrollos tedricos.
Aunque en una primera lectura del tema pudiera cludirse el detalle de
estas demostraciones, al realizar ejercicios se advertira la necesidad de
entender con claridad los conceptos y técnicas operativas que se manejan,
y por tanto, el fundamento riguroso de los mismos.

En este tema el alumno debe dedicar su esfuerzo a alcanzar los
siguientes objetivos;

1. Comprender las razones en las que se basan las dos propiedades
citadas (los operadores R y H conmutan, y las funciones de onda
de un sistema son base para RI de su grupo de simetria).

2. Entender comoe la degencracion de un sistema esta asociada a la

simetria del mismo.
3. Manejar con destreza la técnica de los operadores de proyeccion.

4, Ser capaz de deducir las transiciones de dipolo eléctrico, dipolo
magnético y cuadrupolo eléctrico permitidas y prohibidas a partir
de la simetria del sistema considerado, mas concretamente de la
tabla de caracteres de su grupo puntual.
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1. PROPIEDADES DE SIMETRIA DEL OPERADOR
HAMILTONIANG

Desde 1930 se han venido desarrollando distintas aplicaciones de la
teoria de grupos a la mecanica cuantica (Refs. 1-9). Todas ellas se basan
en una propiedad que comentamos seguidamente.

Por definicion,-una operacion de simetria no puede alterar las propie-
dades fisicas de un sistema. Si efectuamos una medida experimental de
una propiedad fisica de una molécula (en una orientacion determinada)
debe dar el mismo resultado antes y después de realizar la operacion.
Aungue intuitivamente esta propiedad de las operaciones de simetria
resulta evidente, vamos a profundizar en ella.

' Una magnitud fisica fundamental de un sistema es su energia. Prescin-
diendo de las contribuciones relativistas y de electrodinamica cuéntica, la
energia de una molécula aislada puede evaluarse a partir de la ecuacion
de Schrodinger:

#Y = EY [14.17

donde 4 es el operador hamiltoniano, definido segiin ciertas condiciones
mecano-cuanticas, que puede determinarse de forma univoca conociendo
el nimero de electrones y nucleos, asi como las masas y cargas de estos
nlcleos. Esta constituido este operador por una suma de términos que
describen las energias potencial y cinética de la molécula. E es la energia
de la molécula cuando se encuentra en el estado descrito por la funcion
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de ondas . Los estados fisicamente aceptables son aquellos en los que ¥
cumple ciertas condiciones en los limites, Estas condiciones reducen los
posibles estados a aquellos en los que la energia E tiene unos valores
determinados E,, E,, E,, .., E,, que definen los posibles niveles de energia
de la molécula. Son los valores propios correspondientes a las funciones
propias, W, del hamiltoniano de la molécula considerada. Las funciones
¥ dependen de las coordenadas de los nicleos y electrones. Para molécu-
las con méas de tres particulas la resolucion de esta ecuacion plantea
enormes dificultades matematicas y hay que recurrir a métodos aproxi-
mados.

En 1927 Born y Oppenheimer examinaron el problema del movimien-
to molecular y demostraron que se obtenia una bugna aproximacion si la
energia que caracteriza el movimiento electronico se separa de la energia
correspondiente a los movimientos nucleares (vibracidén y rotacion) del
sistema molecular!. Al considerar los movimientos electronicos se supone
que los electrones se mueven respecto de una estructura fija formada por
los niicleos de la molécula situados en sus posiciones de equilibrio; la
energia potencial de los electrones resulta de la suma total de las
interacciones de Coulomb de atraccion electrostatica hacia los niicleos y
de repulsion mutua. Segln esta aproximacion:

V= el [14.2]

donde y, ¢s una funcion que depende exclusivamente de las coordenadas
de los electrones y ¥, de las coordenadas de los nicleos. Si la molécula
tiene n electrones y N nucleos, podemos representar mediante X, las 3n
coordenadas electronicas x{, x4, x{, x®, x@, x@, .ok, xP) X9y
mediante X . las 3N coordenadas nucleares (desplazamientos de los
nucleos respecto de sus posiciones de equilibrio) &, &, &4 &), &),
R, ., EWEMEN Por tanto:

Wer = Wl Xer) [14.3]

'1an(: = ljlnuc(Xnuc) [14'4]

Al conjunto de coordenadas X, le denominaremos configuracion electrd-
nica y a X,,, configuracién nuclear.

! La energia de {raslacién global de las moléculas (desplazamiento de su centro de masas) no es.
necesario tenmerla en cuenta, puesto que, aun estando contenidas en recipicntes muy pequeiios,
practicamente es continua, no csta cuantizada y no existen niveles discretos de energia.
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El operador hamiltoniano de una molécula poliatémica omitiendo
terminos relativistas y de electrodinamica cuantica puede expresarse asi:

- 1 h? Z,7.e* -
o= g2 __ \vk Lt Sl
Tlm T AL L T

E,, nicleos E,, electrones E_, deinteraccion

ntcleo-nucleo

_, Z,e*
I ) [14.5]

i jri'

o

E,, de interaccion  E,,, de interaccion

nueleo-electron electron-electron

donde el nlcleo @ tiene una masa m, y un nimero atémico Z,, Fup €8 la
distancia entre los nacleos « y f, r,, es la distancia entre ¢l electron i y el
nucleo a, r;; es la distancia entre los electrones i y j, y finalmente V2 y V2
son los operadores laplacianos para el nicleo « y el electron i, respectiva-
mente:

6* a* 2

VS o e el
&% 0% 0*
Vi = axtP + axP + ox4y) L7

Segin la aproximacion de Born-Oppenheimer, si mantenemos los
nucleos fijos, es decir en una configuracion nuclear determinada, mientras
se resuelve el movimiento electronico, podemos omitir el operador de
energia cinética nuclear con lo que la ecuacién de Schrodinger es:

(Hy + Vi = Uy [14.8]
N h? 5 Z_e? e?

- My £y v e 149
H 2m z:“ vi ; ; Fia ; E;i Fij L J
YAV
V=Y Y 22288 [14.10]

o fra raﬁ
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donde M es el hamiltoniano electronico y Vyy representa la energia
potencial de repulsién nuclear. Como ¥,y es constante para una configu-
racion nuclear dada, s¢ puede omitir en [14.8], con lo que se siguen
obteniendo las mismas funciones de onda electronicas \,,, simplemente se
reducen los valores propios de la energia en la constante ¥,. Por tanto:

ﬁe]'/}el = Eell)be] [1411]

donde E_ es la energia puramente electronica y U la energia electronica
incluyendo la repulsion nuclear. Dedicaremos ¢l Tema 15 a la resolucion
de esta ecuacion de Schrodinger electronica [14.11].

Una vez obtenidas las funciones de onda y energias electronicas se
utiliza la suma U [14.12] como energia potencial en la ecuacion de
Schrodinger para el movimiento nuclear:

ﬁnucwnuc = Eu‘/nuc [1413]
.. h? 1
Hnuc = - ""2m Z ij + U(Xnuc) [1414]
« My

En los Temas 17 y 18 trataremos la resolucion de la ecuacion [14.13].
Hay que hacer notar que la constante E en [14.13] es la energia total de
la molécula, ya que A, . incluye tanto los operadores de energia nuclear
como los de energia electrénica.r},‘%d;estado electronico tiene una
energia electronica distinta U(X,,.), v per consiguiente hay que resolver
una ecuacion nuclear de Schrodinger [14.13} distinta para cada estado
electronico de la molécula.

Nuestro interés se centra ahora en las propiedades de simetria de A,
y H,.., para ello vamos a ver como actian los operadores de simetria
sobre cada uno de los términos que constituyen estos hamiltonianos.

Siguiendo la demostracion dada por Schonland, en primer lugar
examinemos el término de energia cinética electronica de M, Considere-
mos un solo electron de coordenadas (x, x5, x5). Al actuar una operacion
de simetria R de la molécula sobre &l le llevara a una posicion (x}, x5, x3),
que segun [12.19] se podra expresar asi:

3
xE = Z rij‘xj ’ i= 19 2,3 [1415]
=1

1
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donde r, son los elementos de la matriz que representa al operador R,
I'(R) [12.207. Si el sistema de coordenadas tiene ejes mutuamente perpen-
diculares, la matriz I'(R) sera ortogonal {Ref. 10), es decir:

3
k=1

Asimismo, segun. [12.3], si f es una funcion de las coordenadas
J(xy, X4, x3), por definicion:

Rf(xy, x5, ¥3) = f(xy, x5 X3) [14.17]

Obteniendo la funcion V3f
RV (1, x5, X3) = V2 (xy, %5, x3) [14.18]

y sustituyeﬁdo f(x,, x,, x5) por su valor segin [14.17]
RVZf(x}, X, x5) = VERS(x, x5, x3) [14.19]
El segundo miembro de esta ecuacion tiene la forma V2g, donde
g = Rf(x}, x5, x3) [14.20]
Calculemos las derivadas parciales de ¢ respecto a x,,x, v X4

dg &g dx\, g dx, dg' ox,
dx,  OXy 8x,  Ox, 8x,  Oxh dx,

y como seglin [14.15]

tenemos que
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Derivando nuevamente respecto de x,

3y’ 8 (g
Z Z Pt tk x (axi)

axk j=11i=1

y sumando las segundas derivadas respecto de los tres valores de k:

3 3 d ag.t ,
= Z Z 0y E(é;) = (véase [14.16])

li
el
2o
TN
| o

‘-:Q-
——_

I

<

[

Si se sustituye ¢’ por su definicion segian [14.20]
V2R (x], X5, X3) = VRS (%}, X}, X3)

Como se verifica que V2f(x}, x}, x3) = V'2f(x}, x5, x3) la ecuacién [14.19]
se convierte en:

RV (x}, x5, xy) = V2RI (x', X5, x5)

o simplemente, como las variables que intervienen en toda esta ecuacién
son xi, x5 y x5

RV = V2Rf [14.21]

Es decir, R y V? conmutan, Construyendo una ecuacidn como ésta para
cada electrén, multiplicandola por —#%/2m y suméndolas se obtiene que

R conmuta con el operador o término de energia cinética electronica de
a

el

Para demostrar que R conmuta con el término de energm cinética
nuclear de H,,, supongamos que cuando se aplica la operacion R a la
estructura formada por los nucleos moleculares en sus posiciones de
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equilibrio, se mueve un nacleo cualquiera p a la posicion que ocupaba
otro nicleo g. Decir que R transforma, en general, una configuracion
nuclear X,,. en X,,. equivale a decir que el desplazamiento de la
posicion de equilibrio de ¢ en X' se obtiene rotando, reflejando o
invirtiendo el desplazamiento de p en X. Por tanto, segin [12.19] y al
igual que hicimos en [14.15]:

3

é:'(q) = Z rjji‘&p] 2 i = 192: 3 [14'22]

i=1
Procediendo de forma analoga a como hemos hecho anteriormente para
deducir la ecuacion [14.21], se obtiene

RV, f(Xaue) = VIRS (X 00)

Puesto que R transforma p en g, p v g deben ser nucleos fisicamenie
idénticos y por ello de la misma masa, asi pues:

| 1.
Rivﬁf(Xnuu) = 7RV§f(Xnuc)
m m

i p

sumando para todos los niicleos de la molécula se verifica que R conmuta
con el término de energia cinética nuclear de H ..

Consideremos ahora el término de energia potencial U(X,,.) en H ..
que depende exclusivamente de las posiciones relativas de los niicleos de
la molécula. Las operaciones de simetria de la molécula no alteran estas
posiciones relativas, y por tanto tampoco U .. Es decir, si R transforma
X, en X ..

UX o) = UlX o) [14.23]
Segun la definicion de R [12.3]:
RAU(Xf ) = U(Xnuc) - U(X:'IUC)

nue.

0 bien:

ﬁUf(Xnuc) = ﬁUﬁf(Xnuc) = URf(Xnuc)
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o lo que es lo mismo, R y U conmutan, siendo R una operacion del
grupo de simetria puntual de la molécula. Se dice que U posee la simetria
completa de la estructura molecular y que es invariante frente a todas las
operaciones del grupo puntual de la molécula. Puesto que esta propiedad
la verifican tanto el término de energia cinética como el de energia
potencial en [14.14], también la cumplira B

nuc’

Finalmente, veamos como afectan los operadores de simetria a los dos
términos de energia potencial de interaccion nucleo-electron y electron-
electron en [14.9]. Designando por V' la suma de ambos, es evidente que
V=V(X. X} donde X es, en este caso, la configuracion nuclear
especifica usada para definir la geometria o simetria molecular. Aplicando
una operacion de simetria R a toda la molécula (electrones y nucleos), las
posiciones relativas de todas sus particulas resultan inalteradas:

V(Xclﬂ Xnuc) = V( el X;HIC)
Si se aplica ahora R™! solamente a los nicleos, como por definicién la

estructura que forman los nicleos no sufre modificacion fisica alguna, V
sigue inalterado:

V(Xelﬂ Xnuc) - V( cl» X;mc) V(Xcls nuc)

Luego, para la configuracion nuclear especifica que define la simetria
molecular, el cambio de configuracion electrénica producido por R, X,,—
- X7, deja V inalterado. Podemos continnar ahora la demostracion
aplicando R sobre V' de la misma forma que se ha hecho sobre U,
obteniendo un resultado analogo.

En definitiva, ambos operadores hamiltonianos M, y Hnuc conmutan
con los operadores de simetria R, o en otras palabras, H, y H,,. son
invariantes frente a todos los operadores de simetria correspondientes al
grupo puntual de la molécula

RHf(X ) = H,Rf(X ) [14.24]

ﬁﬁnucf(Xnuc) HﬂllCRf( nuc.. [14'25]

donde f(X.)y f(X.s) son funciones de las coordenadas electronicas y
nucleares, respectivamente.
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Un modo de representar de forma genérica las ecuaciones de Schro-
dinger [14.11] y [14.13] es:

Ay = Ey [14.26]

De esta manera, las propiedades de conmutacion [14.24] y [14.25] se
pueden expresar sencillamente como:

RA = AR [14.27]

o bien indicando que el conmutador [H, R] es igual al operador 0
(multiplicar por cero)

[AR]=HR—-RA =0 [14.28]
Al unificar la notacion, los resultados que vamos a obtener seguidamente

seran validos tanto para el movimiento electronico como nuclear.
Consideremos primero funciones propias de A no degeneradas. Si
es una de estas funciones, correspondiente al valor propio E®:
Ay = EMyD [14.29]
Aplicando un operador de simetria R del sistema molecular a ambos
miembros:

R = REOy®
Como R y H conmutan, [14.27], y R es lineal, [12.5]:
ARy = EO(Ry®) [14.30]

es decir, Ry es también funcién propia de M, con el mismo valor propio
de energia. Comparando [14.29] y [14.30], teniendo en cuenta que el
estado caracterizado por E¥ y " es no degenerado y que las funciones
Y™y Ry se suponen normalizadas:

Ry = (+ Ly [14.31]

Es evidente, por tanto, que tomando como base monodimensional la
funcién no degenerada W se puede construir una representacion del
grupo puntual de la molécula en el que cada matriz es iguala +1 6 —1.
Es decir, y" es base para una RI monodimensional del grupo de simetria de
la molécula.
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Generalicemos ahora suponiendo que el estado E“ es n veces degene-
rado:

B‘rl/,(l!) — E(I)W;)
Ay = EOyp
Ay = B

Ay = By

Como H es un operador lineal (verifica [12.5] y [12.6]) cualquier combi-
nacion lineal de ¥, ¥4, .., etc., serd también una solucion de [14.26] con
el mismo valor propio E":

Hay? + bY@ + ..) = Hay'? + Aby + ..
= aHyP + bAYY + ... = aEWD + pEOD +
= EOay® + by + )

Por tanto, todas las soluciones de [14.26] con E = EV constituyen un
espacio funcional y » de ellas "7, ¥, ..., ¥ son linealmente indepen-
dientes, es decir el espacio es n-dimensional.

81 se demuestra que las funciones ﬁ:,lf}”, para todos los operadores R
del grupo y j = 1,2,..,n, pertenecen al espacio funcional caracterizado’
por la energia EY, entonces se podrian expresar como combinaciones
lineales de la forma:

n n

Ry =Y rgh = ¥ TORWE , j=12.n  [1432]

i=1 i=1

y de la misma manera que en [12.38] 6 [12.39] se indicd para espacios
vectoriales, las funciones " constituirian base para una representacion
(ver definicion en el apartado 2.1 del Tema 12) del grupo puntual de la
molécula y los coeficientes r;; formarian las matrices I'(R) de esta
representacion. Pero la condicion inicial es ficil de verificar:

ARY®) = RAYY = REOYD = EORYY)
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por tanto, Ry es solucién de [14.26] con un valor propio EY, es decir,
pertenece al espacio funcional correspondiente a E = EY, y se puede
expresar segiin [14.32] como combinacion lineal de las funciones de base
de este espacio.

Para demostrar que las matrices T'”(R) correspondientes a [14.32]
forman realmente una representacion del grupo, consideremos dos opera-
ciones sucesivas R y §. Para simplificar la notacién omitiremos los
superindices (I):

SRy; =S 3 TRy ~ 21 (SYITR), =

$ 3 TSR = E [TS)T(R]

i=1 k=1
Pero por definicion de I'(SR):

n

SRy Z (SR ¥,

Luego:
[(SR) = T(SH{R)

Es decir, el producto de dos matrices correspondientes a dos operaciones
de simetria y construidas segin [14.32] es otra matriz del mismo tipo y
que corresponde a la operacidn resultante de muitiplicar las dos anterio-
res. '

En definitiva, n funciones propias degeneradas y linealmente indepen-
dientes (i) con un valor propio de energia E forman base para una
representacion I'? del grupo puntual de la molécula. Si se elige un
conjunto de funciones de base ortonormal, es facil deducir que la repre-
sentacion seria unitaria (Ref. 10). La dimension de T es igual a la
degeneracion del nivel E¥, La teoria no indica si I'*" es reducible o
irreducible. Al hacer uso de ella supondremos que todas las funciones de
onda degeneradas asociadas a E" se pueden obtener segun [14.32]
aplicando todos los operadores R que conmutan con i a una funcién de
onda dada de dicho espacio. Esta es la denominada degeneracion normal.
Cualquier funcion de onda degenerada, con el mismo valor propio de
energia, que no pueda obtenerse mediante este procedimiento se dice que
es accidentaimente degenerada, indicando con ello que la degeneracion
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accidental no tiene un origen evidente en la simetria del sistema. Excep-
tuando esta degeneracion accidental, las representaciones construidas
segun la transformacién [14.32] son irreducibles ya que es imposible con
matrices de menores dimensiones e¢xpresar dicha transformacion general.
Se podria interpretar la degeneracion accidental como una coincidencia
numérica de diferentes niveles de energia, cada uno de ellos asociado a
una representacion irreducible determinada. O dicho de otro modo, si la
representacion T'” no es irreducible podemos suponer que la degenera-
cion es accidental. En las explicaciones complementarias que figuran al
final del tema se hacen algunos comentarios sobre este tipo de degenera-
cion.

Haciendo la citada salvedad, podriamos formular el resultado obteni-
do por Wigner, y que establece la relacion fundamental entre la ecuacion
de Schrodinger de una molécula y su simetria:

Suponiendo que no existe degeneracion accidental, un conjunto
de n funciones propias /" linealmente independientes de un nivel de
energia EY de una molécula, n veces degenerado, es base para una
RI n-dimensional T'" del grupo puntual de la molécula.

Esta relacion entre la teoria de la representacion y la ecuacion de
Schrodinger nos permite utilizar todo lo que ya sabemos acerca de las RI
de los grupos puntuales para obtener informacidén acerca de las posibles
funciones de onda de una molécula y algunas de sus caracteristicas, sin
necesidad de haber encontrado las soluciones exactas de la ecuacion de
Schrédinger. Mas al(n, aunque en la mayoria de los casos sdlo es posible
obtener soluciones aproximadas, la teoria de grupos puede prestar una
gran ayuda para construir y manejar estas lunciones de onda aproxima-
das, que como las exactas, deben ser base para las RI del grupo de
simetria de la molécula.

Otra consecuencia practica de este resultado es la posibilidad de
clasificar o caracterizar las funciones de onda de una molécula seglin sus
propiedades de simetria. Vimos, en primer lugar, que los operadores Hy
R de una molécula conmutan, condicion necesaria para la existencia de
un conjunto completo de funciones propias simultineas de ambos opera-
dores. Este resultado se puso en evidencia al considerar las funciones de
onda no degeneradas ¥, expresiones [14.29] y [14.31]. Por tanto,
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siguiendo la terminologia de la mecanica cuéntica podemos conocer y
asignar simultaneamente valores definidos a las magnitudes correspon-
dientes a sus valores propios. Asi, a una funcion propia y* con valor
propio respecto de H igual a E™, se le puede asociar su valor propio
respecto de R, +1 6 —1. Si es +1 se dice que la funcién de onda es
simétrica respecto de R y si es —1 antisimétrica. Aplicando todos los
operadores R del grupo puntual de la molécula a ¢ iremos obteniendo
sus propiedades de simetria expresadas mediante un conjunto de valores
propios (nimeros +1 6 —1) que forman la RI monodimensional del
grupo para la que es base ™. Podemos designar o caracterizar, por ello,
tanto ¥ como E¥ con la notacién de esta RI (por ejemplo:

l‘bAu’ lib.Bz! l‘bﬂga EA', -..).

En caso de que haya degeneracion no podemos afirmar que todas las
funciones propias de H lo serdn de R. Segin [14.32] al aplicar R a un
conjunto de n funciones propias de H Li. se obtienen combinaciones
lineales de dichas funciones. Los coeficientes de estas combinaciones
contienen informacién sobre las propiedades de simetria del conjunto
de funciones frente a R. Con estos coeficientes se construye una RI
n-dimensional del grupo. Por ello, también podemos asignar tanto a E¥
(por ejemplo: Ey, Ey, , ...} como al conjunto de las n funciones propias
Li. la notacién de las RI, en este Gltimo caso afiadiendo alglin indice para
diferenciar cada una de las n funciones:

(]’bE; ! I!IE; ; l/]T?.ga » ]ll‘szgb H t/J']'";_g.c s )

Esta notacion se ha generalizado en todos los campos de 1a Quimica,
empleandose para designar los estados v niveles de energia de todos
aquellos sistemas que presentan propiedades de simetria.

2. OPERADORES DE PROYECCION

Al aplicar los resultados que hasta ahora hemos obtenido a una
molécula, atomo, ... 0, en general, a un sistema mecano-cuantico concreto,
nos encontraremos con dos problemas tipicos: la reduccion de represen-
taciones reducibles del grupo puntual correspondiente y la eleccidon de
una base en la que las matrices de la representacion aparezcan en forma
totalmente reducida. Son dos problemas inversos, uno relacionado con
las transformaciones de semejanza y el otro con los cambios de funciones
de base. En frase de Bishop: «dos caras de una misma moneda». El
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primer problema se tratd en el Tema 13, Vamos a describir ahora una
técnica para abordar el segundo. Utilizaremos el teorema de la ortogona-
lidad total y algunos desarrollos algebraicos.

Supongamos que hemos encontrado un conjunto de /; funciones ¢{’,.
$Y, ..., P que forman una base ortonormal para la RI T'; (de dimension

1) de un grupo de orden h. Si se¢ hace lo mismo para todas las k RI del
grupo, cada una con su correspondlente base funcional, podemos escribir
el conjunto de bases asi:

6P, ¢9, ., ¢ i=1,2,..k

Para cualquier operador, R, del grupo, estas bases deben verificar, por
definicion, una igualdad como la [14.32] (ver apartado 2.1 del Tema 12):

5 .l Iy po 4=12..0
R(b;) — Zl ri(R)pqu.(D) i=1,2..k

p=

[14.33]

Como las bases son ortonormales, las matrices I',(R) son unitarias.
Multiplicando los dos miembros de [14.33] por [T"{R),]* y sumando
sobre todas las operaciones del grupo

i .
Y TR RO = 3 ¥ [THR)I* [TiR), 1% [14.34]
R p=1 R
pero segin el teorema de la ortogonalidad total, expresion [13.1], el

segundo miembro de la anterior igualdad sera:

[
8;,0 (5‘”(;35,”

h
p;l Ju

Es decir, se anulard para i # j; pero si i = j, sera igual a (h/1)6,¢"", va
que ¢l tnico término distinto de cero serd aquel para el que p = s. En
consecuencia la igualdad [14.34] se podra escribir asi:

s B : -
POV =7 0wt 14.35]

donde:
Py =% [T(R),]*R [14.36]
R
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P es un operador que consiste en una combinacion lineal definida de los
operadores de simetria R con coeficientes que dependen de las matrices
de T';.

Sii=jyq=tla expresion [14.35] se convierte en:
PO I
PG = 7)) [14.37]

Razon por la que Van Vleck denominé acertadamente a estos operadores
mdquinas generadoras de funciones de base. Dada una funcion de la base
para una RI cualquiera I';, mediante [14.37] pueden obtenerse todas las
demas.

Consideremos, en particular, los operadores correspondientes a los
elementos de la diagonal principal de I' (R):

PO =V ITRLIR , s=1,2..],
R

sumando estos /; operadores s¢ obtiene un nuevo operador

1;

i N
PU =y PP =% % [TR)]*R

s=1 R s5=1

PO =% yONRIR [14.38]
R

Mientras que para determinar los operadores PY de [14.36] es
necesario conocer ¢l conjunto completo de matrices de I';, el operador
PY puede formularse conociendo simplemente los caracteres de la RI T,

Segin [14.35] v la definicién de PV

i

Pl — ; Iai‘jaqs(pg“ [14.397]

Sii#j
PO = 0 [14.39a]
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pero si i = |
s st — I
PP = I p [14.39b]
J

Cualquier funcion ¢ perteneciente al espacio funcional usado para
definir I"; puede expresarse necesariamente como combinacion lineal de
las funciones de la base (oY, ¢¥, ..., $i"). Si i #j, seghn [14.39a]:

p(j)¢(i} = p{j)(a1¢(1i] + a0 + ... a, qbﬁf’) = 0 - [14.40]
Pero si i = j, segiin [14.39b]

Pigd — ? ol [14.41]

i

Como vemos, P es un operador que anula o elimina cualquier funcién
que no pertenezca al espacio funcional sobre el que se define I}, es decir,
no sea alguna de las funciones de la base 9%, ¢, ..., ¢ o bien combina-
cion lineal de ellas. Sin embargo, PY multiplica por un factor («proyecta
fuera») las funciones de dicho espacio. Debido a ello a estos operadores
se les denomina operadores de proyeccion.

Tratemos ahora una representacion reducible n-dimensional I" cons-
truida sobre las funciones de base g,, g3, - g, ¥ SUpongamos que al
reducir T" ninguna RI aparece mas de una vez. Segin hemos visto en el
Tema 13, una forma de interpretar la reduccidn es como un cambio de
base, de ¢, g5, . g, @

1 1 1}. . i i i) . 3 k k
qbtl )! [2,)5 ey qbil}n ey (1[): {zl): R St]a ety ¢(1 ): (b(l)a ey (bgii)

donde k es el numero de RI o de clases del grupo, vy cada uno de los
subconjuntos ¢, ¢4, ..., ¢ son base para las RI I'; del grupo. La
transformacion de la base original a la nueva base permite expresar cada
funcion g, como combinacion lineal de todas las funciones ¢:

Z Do s=1,2,..n

1j=1

Ma-
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0 bien

k
ge =y F© s=1,2,.,n [14.42]

i=1

donde:

]
FO = Y o =12

=1

Las funciones F{"(s = 1,2,..,n) deben pertenecer al espacio funcional
sobre el que se ha definido I';, puesto que son combinaciones lineales de
sus funciones de base. Y las funciones g, [14.42], podrin expresarse
como suma de dichas funciones, una de cada uno de los k espacios
funcionales (una por RI del grupo). Tomemos ahora una de las RI que
aparecen al reducir T, por ejemplo I';, y apliquemos el correspondiente
operador de proyeccion P a g Segin [14.40], [14.41] v [14.42]:

. k h s=1,2,..,n
Py — puEsn 7 pl P [14.43
b f;_l : lj * ] = }a 2, ) k L ]

El operador PY se construye como combinacion lineal de los opera-
dores de simetria R, [14.38]. Y como la representacion reducible original
I" se ha definido respecto de la base gy, ..., g,, la funcion Rg, debe ser una
combinacion lineal conocida de las funciones de la base. Por todo ello, 1a
funcién PUg, serd una combinacion lincal determinada de gy, ... g, La
expresion [14.43] nos dice que esta combinacion lineal s proporcional a
una funcion FY del espacio funcional correspondiente a la representacion
I',. Si aphcamos PV a cada una de las funciones de la base g, ..., g, se
obtendran n combinaciones lineales de estas funciones pertenecientes al
espacio funcional de T';. Puede que no sean linealmente independientes
las n combinaciones, pero siempre serd posible encontrar entre ellas I, que
si lo sean y puedan, por tanto, formar base para la RI I,

Mediante este procedimiento, aplicando los operadores de proyeccidon
P, [14.38], correspondientes a las distintas RI que aparecen al reducir
I', podemos encontrar bases de cada una de estas RJ, es decir, determinar
la base en la que la representacidon original T' apareceria en forma
totalmente reducida.

Esta técnica de calculo tiene gran utilidad y se emplea con profusion
en muchas aplicaciones mecano-cuanticas de la teoria de la representa-
cion, como tendremos ocasion de comprobar mas adelante.
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Si la RI T aparece mas de una vez en I', la obtencion de las bases
para I'? no es tan inmediata. Por ejemplo, si I'; aparece dos veces:

go=FM 4+ + FP + FO + .+ F®

F¥ y F9 son combinaciones lineales de ¢, .., ¢ que difieren en los
coeficientes respectivos, ambas pertenecen al espacio funcional de I'V, y
por tanto el operador P es incapaz de separarlas. Siempre se obtendra
una combinacion de ambas funciones:

| =

p‘(j)gs = —( ng} -+ F;U})

—

e,

cada una de las cuales seria suficiente para la definicion del espacio
funcional de T'Y). No hay ningin método establecido para separarlas, y
como se verd en algunos ejercicios hay que recurrir para ello a las
caracteristicas del problema concreto, atendiendo a la forma de las
matrices de T'.

3. PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES
DE UN GRUPO

Supongamos que los dos conjuntos de funcicnes:

{8, 05, . &1}

(60, ¢, .. 17}

son bases, respectivamente, para dos representaciones I'; y I'; (no necesa-
riamente irreducibles) de un grupo. Por definicion de base, para cualquier
operador R del grupo:

I ,
R(bg) = Z FE(R)pqug) g=12..1
p=1

Rop

I

1y .
Z rj(R)stqbg‘J) L= 15 25 ey lj

§=1
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Formemos ahora el conjunto de las li{; posibles funciones producto

GUGD (g =1, 2, .l t=1,2, .., 1)

g

Siguiendo el convenio de ordenacion denominado orden de diccionario,
las funciones resultantes serian:

T R L
i+l = Cb(znﬁb(ff)’ fz,+2 = qb(zi’qbg’, o fz.!j = ‘?552”(1)53”

oo Foay = S0P

Apliquemos los operadores R a estas nuevas funciones:

R(¢D) = (RODURHP) = i i TiR)p U AR) )¢ [14.44]

p=1s=1
Definiendo los coeficientes como:
Ui fR)ww = TR),, T (R), [14.45]
y teniendo en cuenta el orden de diccionario, la suma {14.44] sobre p ¥

sobre s, se convierte en una suma sobre u:

Ll

Rf,= Y Ti (Rl + v =12, L1 [14.46]
w=1

Asi pues, las L] ; funciones producto f, se transforman por aplicacion de
los operadores R del grupo en combinaciones lineales de ellas mismas. La
expresion [14.46] coincide con la definicién de {f,, f,, ... Jra,} como base
de una representacion I'(=1,, j} lil -dimensional del grupo. A esta repre-
sentacion se la denomina producto directo (o producto de Kronecker) de
las representaciones I', y I » ¥ se indica asi:

Cada matriz I';, {R) contiene los (I ) posibles productos de cada uno de
los 17 elementos de I'(R) por cada uno de los I7 elementos de I'(R). La
matriz T';, (R) se denomina producto directo de I’ {R) y T(R):

I'ix {R) = T{R) x T'(R) [14.48]
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Pero hay que tener cuidado, porque el producto directo de dos matrices
es muy diferente de su producto ordinario.

Para ver con mas detalle como se construyen las matrices I';» (R)
veamos como estan relacionados los subindices de todos los elementos
matriciales que intervienen. Comparando [14.44] con [14.46]:

GOSN =1, 3 GV =,

Luego el subindice v de T, {R),, viene determinado por g y ¢, mientras
que u lo estd por p vy 5. Segtin el orden de diccionario:

q: 1 1 1 2 2 w2 o
12 .1 2 L .
2] 1 2 lJ lj. -+ 1 lj + 2. 211 e [l.l

La misma tabla seria valida reemplazando las entradas g, t yv por p, sy
u, respectivamente. Por ejemplo, si efectuamos el producto directo de una
mairiz A (2 x 2) por otra B (3 x 3), la tabla de indices seria:

g 1 1 1 2 2 2 pp 11 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3 ss 1 2 3 1 2 3
p1 2 3 4 5 6 w 1 2 3 4 5 6
y aplicando la relacion entre elementos [14.45]:
a a .bll b12 b13
( H 12) X by byy by =
dz1 Qa2
b31 b32 b33

aybyy  ag by, agbiy oanb agnbs agbi;
Ay1hay Gyibay apibay agshbay aggbyy agpbas
ay1byy @yybsy agibys agabay agbhs; agsbas
ayibiy a21512 Ayibyy  aabyy  azsbiy @by
Agybay  Ayibay  Ayibay Gp3b5  Gazhay azabas

a21b3l dyibas  aa1bsy aasbay  azsbsy  a55bi;
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Esta matriz producto directo puede dividirse en cuatro submatrices:

que puede ser una forma facil de recordar la construccion de la matriz
producto directo.

El caracter de cada matriz de la representacion producto directo sera:

Li; i;

1R = 3 T iR =Y 3 T(R),T{R)

v=1 p=1s=1

= 7{R)1{R) [14.49]

como puede comprobarse en la matriz A x B del ejemplo anterior. Es
decir:

El caracter correspondiente a cualquier operacion de simetria R
en la representacion productoe directo I'; x I es el producto de sus
caracteres en las representaciones I'; y T,

Como en la expresion [14.49] el orden de las representaciones I'; y I'; no
altera el resultado, I';,.; y I'; ., tendrin los mismos caracteres, esto es, son
representaciones equivalentes. Es importante darse cuenta de que esta
propiedad se verifica aun cuando, en general, el producto directo de
matrices no es conmutativo. !

El resultado obtenido en [14.49] puede extenderse al producto de tres
0 mas representaciones:

]._‘ixjxk:ri X FIX rk
Kixjx W(R) = xRy j(R)XIc(R)

Aunque las representaciones I'y, I';, I'y, ... que se multiplican pueden
ser reducibles o irreducibles, el caso mas frecuente es que se traten de RI.
Sus caracteres se dan en las correspondientes tablas y es muy facil, por
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tanto, determinar los caracteres de la representacion producto directo. En
general, esta representacion sera reducible y usando [13.17] se podra
descomponer en suma de RI.

3.1. Integrales nulas

Para funciones de una variable, se dice que una funcién f(x) es par o
simétrica si f(—x) = f(x) para cualquier valor de x. Sin embargo, cuando
una funciéon g(x) verifica g(—x) = —g(x) para cualquier valor de x se¢
denomina impar o antisimétrica. Es evidente que la integral de una
funcién impar sobre un intervalo simétrico es cero, (Fig. 1.b).

La teoria de grupos permite generalizar esta propiedad a integrales
sobre regiones de integracion invariantes frente a las operaciones de
simetria de un grupo. Normalmente es todo el espacio, pues resulta
invariante frente a todas las operaciones de simetria puntual.

Sea ¢ una funcién base para una RI I'; de un grupo. Vamos a hacer
uso de sus propiedades de simetria para determinar si la integral extendi-

da a todo el espacio:
fqb”) dt

es igual a cero. Segin la definicion de operador de simetria [12.37:
RoM(X") = ¢(X)

donde X y X' representan valores de las variables del espacio en el que se
ha definido ¢ antes y después de aplicar R, pueden ser configuraciones
electronicas, nucleares, etc. (apartado 1). Integrando sobre todo el espacio
(en su caso, sobre todas las posibles configuraciones):

J¢(i)(X)dT — J'R-(,bm(X’) dt’ = JR@H(X) dt

Aplicando todos los operadores de simetria R del grupo y sumando los
resultados:

h qu“’(X} dt = JZ RpP(X) dr [14.50]
R

256




‘2GDLIDA DJOS TDHN 2P bOMIFUNSIINY A polipwds sauorunf ap sojdwafF— | vanbyy

n—

0= xp()p

&

eaLewsnue o Jedws UopEng

o_

o< xpx)f :ojdmala 2182 U2

o

(x)f=(x=)f

4

eoupus © Jed ugpung

257



El operador de proyeccion para la RI totalmente simétrica del grupo es,
de acuerdo con [14.38]:

PY =% R - [14.51]
R

por tanto, [14.50] se podra expresar asi:
. R
Jq&“’(X) dr = 5 IP(I)QS('](X) dr [14.52]

segin [14.40] la funcion integrando PM¢® es igual a cero a menos que
i =1, 0 lo que es lo mismo, la integral | ¢® dt es igual a cero si ¢ no es
base para la RI totalmente simétrica del grupo.

En el caso de que I'; sea una RI monodimensional se comprueba
inmediatamente esta propiedad, en efecto:

J(f)”) dr = JRQ’)“) dr = ;(,-(R)Jq’)”) dt

Si I'; # I'; (representacion totalmente simétrica del grupo), existird una
operaciobn R para la que y{R) # | (y{R) = —1) y por consiguiente la

anterior igualdad solo se verifica si la integral | ¢ dt es igual a cero.

Hay que tener presente que hemos establecido una condicion suficien-
te para que la integral de una funcion sea cero, pero no necesaria. Pueden
obtenerse integrales nulas aun cuando la funcién integrando no sea base-
para la RI totalmente simétrica del grupo.

En el caso mas general de que ¢% fuese una de las funciones de base
para una representacion reducible I';, reduciendo la representacion siem-
pre se podria expresar ¢ como combinacion lineal de las funciones de
base para las RI obtenidas en la suma directa. El operador de proyeccion
P «proyectaria fuera» los términos de esta combinacion que fuesen base
para I',, si éstos existen. Es decir, segiun {14.527:

La integral | ¢ dt sera cero a menos que al reducir T'; aparezca

en la suma directa la RI totalmente simétrica del grupo, o bien T
sea esta RIL
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Apliquemos estos resuftados a un tipo de integrales que aparecen con
frecuencia tanto en mecanica cudntica como en espectroscopia:

J‘r,b“’(X)*FU’(X)gD("’(X) dt [14.53]

donde W¥(X) vy ¥*¥(X) son funciones de onda electréonicas o nucleares,
asociadas a los niveles de energia E” y E™, respectivamente, y que
pertenecen al espacio funcional de las RI I, y I',. FY es una funcién
determinada de la configuracion X (electronica o nuclear) perteneciente al
espacio funcional de la RI I';, La integracion se lleva a’cabo sobre todas
las configuraciones (valores posibles de las coordenadas electronicas o
nucleares).

La funcién integrando, evidentemente, es una de las funciones de base
de la representacion producto directo I'f x T'; x I, (* pertenece a [,
en los grupos con caracteres reales I'f = I')) reduciendo esta representa-
cion:

FxIyxy=a,l, +al, + ..
podremos expresar las funciones de base originales (X )V* FU(Xh#(X)
como combinacion lineal de funciones de base de las RI obtenidas en la

suma directa:

l,b(i}(X)*F(j)(X)l,U(k](X) — CN)M + qub(q) =+

Aplicando P como en [14.52] a la funcion integrando se obtendria que -

la integral [14.53] es cero si la RI totalmente simétrica del grupo no
aparece al reducir la representacion producto directo T x T'; x Iy,

Esta condicién también puede expresarse de otra manera. Considere-
mos el producto directo I'f x I', donde I'; y T', son dos RI de un grupo.
Segun [14.49], para la clase ¥,

Ki#x l(q”ap) = XL((gp)*X[((gp)
La RI totalmente simétrica I"; del grupo verifica para cualquier clase del

grupo que x,(¥,} = 1. El niamero de veces a, que esta RI aparecera al
reducir I'* x I', serd de acuerdo con [13.17]:

1
ay = h Y A E (€ =
r
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1

ﬁ; X E ) € )

y segin [13.15] esta Gltima suma conduce a:
a; = oy

Esto es, I', aparecera una vezen I'f x I';sii =1 y ninguna si i # 1. El
producto directo de dos RI T'; y I'; contiene la representacion totalmente
simétrica del grupo si y sélo si I'; es la representacion compleja conjugada
de I'y.

Apliquemos este resultado al producto I'* x I'; x T, suponiendo que
I', simboliza a cada una de las RI resultantes de la reduccion de I'; x I'y.
La condiciéon que vimos anteriormente puede formularse asi: La integral
[14.53] es cero si T'; »x T, no contiene la RI T';. Es decir, dicha integral se
anulara si al reducir I'; x I', no aparece en la suma directa I,

En mecanica cuantica, por ejemplo, son frecuentes integrales de la
forma:

f YIX ) AY™(X) de [14.54]

donde H, el operador hamiltoniano, es invariante frente a todas las
operaciones de simetria del grupo considerado, es decir, es base para la
RI totalmente simétrica del grupo (I'; =T'; y evidentemente I'y x T', =
= I')). Por tanto, las integrales del tipo [14.541 se anulan a menos que las
funciones de onda Yy y y® pertenezcan a la misma RI (i = k).

3.2. Reglas de seleccion espectroscopicas

Otro caso interesante sobre el valor de una integral segiin la simetria
de la funcién integrando es el de las conocidas reglas de seleccion
gspectroscopicas que ya habra estudiado en cursos anteriores. Estas
reglas tienen su origen generalmente en las propiedades-de simetria del
sistema considerado.

Entre los estados estacionarios de un sistema pueden tener lugar
distintos tipos de transiciones espectrales, con la consiguiente absorcion o
emision de energia, dependiendo del mecanismo de interaccion con la
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radiacion (de dipolo eléctrico, de dipolo magnético, de cuadrupolo
eléctrico, ete). El tratamiento mecano-cuantico mediante la teoria de
perturbaciones para las transiciones entre estados estacionarios permite
obtener que la probabilidad de transicion espectral entre dos estados
estacionarios a y b esta determinada por integrales de la forma:

Py = wamwb dv = (aM|b) [14.55]

denominadas frecuentemente momentos de transicion. M hace referencia al
mecanismo de interaccién. En las trasiciones de dipolo eléctrico M es el
operador momento de dipolo eléctrico, i, mientras que en las de dipolo
magnético es el operador momento de dipolo magnético, . La intensidad
de las lineas o bandas espectrales de emision o absorciéon correspondien-
tes a dicha transicién es proporcional al valor de su momento de
‘transicion.

Las reglas de seleccion determinan cuales son las transiciones espec-
trales posibles entre los distintos estados accesibles a una molécula o
Atomo y vienen fijadas por el valor de integrales como la [14.55]. Cuando
esta integral se anula, la probabilidad de una transicion entre a y b es
cero y se dice que la transicion es prohibida; en cualquier otro caso la
transicion es permitida. '

Las funciones de onda no degeneradas de sistemas con centro de
simetria (dtomos, particula en una caja, oscilador armonico, rotor rigido,
moléculas centrosimétricas, ...} pueden ser simétricas {pares) o anti-
simetricas (Impares) respecto de la operacion inversion sobre el centro de
simetria (para los estados degenerados siempre es posible construir
combinaciones lineales de las funciones de onda degeneradas con paridad
definida). Pues bien, para que en estos sistemas estén permitidas las
transiciones de dipolo eléctrico entre dos estados a v b la integral {alii|b>
debe ser distinta de cero, es decir, la funcidon integrando debe ser par.
Como el vector momento de dipolo eléctrico cambia de sentido bajo la
operacion inversion?, el operador ji es impar. Por tanto, para que la
funcion integrando sea par el producto ¥y, debe ser impar, es decir las
paridades del estado inicial y final deben ser diferentes. Hemos deducido
asi una de las reglas de seleccidon mas generales e importantes, la llamada

? Esto es s6lo un argumento para demostrar que p es impar. Los sistemas centrosimétricos no
pueden tener momento dipolar, Como se verd mds adelante, las propiedades de simetria de las
componentes de p son las mismas que las de las coordenadas x, y, z, es decir impares [rente a la
inversion. ’
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regla de Laporte: las transiciones con emision o absorcién de radiacion de
dipolo eléctrico sélo son permitidas cuando tienen lugar entre un estado par
y otro Impar o viceversa.

Las funciones hidrogenoides s, p, 4, f, ... tienen la misma paridad que
el nlimero cuintico 1{0, 1, 2, ...), es decir son pares si el valor asociado de |
es par e impares si [ es impar. Por ello s6lo estan permitidas las transicio-
nes de dipolo eléctrico s — p, p —+ s, p — d, d — p, etc. En atomos polielec-
tronicos, la paridad de los términos espectrales depende de la del nimero
cuantico de momento angular total L con lo que pueden deducirse
inmediatamente las transiciones permitidas entre términos espectrales, es
decir 1as conocidas reglas de seleccion en espectroscopia atémica. En las
moléculas centrosimétricas, los estados pares e impares se indican, respec-
tivamente, mediante las letras g (inicial de gerade, par ¢n aleman) y u
(ungerade, impar), como vimos en temas precedentes. Es evidente, por
tanto, que en estas moléculas estaran prohibidas las transiciones de
dipolo eléctrico g A g v u 5 u

El vector momento de dipolo magnético m tiene ires componentes
m,, m,, m, cuyas propiedades de simetria son las mismas que las de las
rotaciones R,, R,, R, en torno a los tres ejes de coordenadas, respectiva-
mente. Como se dijo en el Tema 13 estas rotaciones no se alteran ni en
direccion ni sentido por la inversion, es decir, tanto m como el correspon-
diente operador m son pares. En consecuencia, el integrando es par
solamente cuando los estados inicial y final tienen la misma paridad. En
otras palabras: las transiciones con emisicn o absorcién de radiacion de
dipolo magnético solo son permitidas cuando tienen lugar entre estados de
la misma paridad.

En algunas técnicas de espectroscopia molecular, como espectros-
copia visible-ultravioleta y espectroscopia infrarroja, el mecanismo de
interaccion entre la radiacion y las moleculas es de dipolo eléctrico. Las
reglas de seleccion en estos casos vienen determinadas por integrales del
tipo [14.55] donde M se sustituye por fi vy las funciones de onda ¥, y ¥,
corresponden a estados electronicos en espectroscopia visible-ultravioleta
y vibracionales en espectroscopia infrarroja.

El operador ji puede expresarse como suma de tres componentes
[T I T

f=f,+ R+ ;= Z a:%; + Z a.¥; + Z a:2; [14.56]

1 13

A A

donde g; es la carga de la particula i y %, §,, 2, son los operadores de
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posicion en coordenadas cartesianas de-ta particula i. La integral [14.55]
correspondiente puede descomponerse asi en tres integrales:

alfib) = <alii,/b) + {alfi,[b)> + {alit.|b) [14.57]

que expresan contribuciones a la probabilidad de transicion (o a la
intensidad de 1a banda espectral) debidas a la interaccion con el campo
¢léctrico oscilante de la radiacion en las direcciones x, vy o z.

La transicidon de dipolo eléctrico entre los estados @ v b estara per-
mitida y dard lugar a una banda activa (visible-ultravioleta o infrarroja,
seglin los casos) si al menos uno de los sumandos de [14.57] es distinto
de cero. Los operadores fi,, fi,, i, como las componentes fi,, fi,, fi, del
vector momento de dipolo eléctrico p se comportan frente a las operacio-
nes de simetria como las coordenadas x, y, z, respectivamente, [14.56], es
decir son base para las mismas RI que dichas coordenadas. Luego, para
que alguno de los sumandos sea distinto de cero el producto directo de
las especies de simetria (RI) a las que pertenecen i, y ¥, debe ser igual o
contener a alguna de las especies para las que son base las coordenadas
X, ¥, z. La funcion de ondas del estado fundamental de la mayoria de las
moléculas pertenece a la especie totalmente simétrica, I';, de su grupo
puntual. Si éste es uno de los estados implicados en la transicion,
supongamos que es el a, el citado producto directo serd I'y x I'y, = T'; %
x I'y = Iy, ¥ i, debe pertenecer a la misma especie que alguna de las
coordenadas x, y, z para que la integral [14.57] sea distinta de cero. Lo
que puede determinarse rapidamente consultando la zona 5 de las tablas
de caracteres, si se conoce la simetria de la molécula.

Ademas de las reglas de seleccion hemos obtenido las de polarizacion.
En efecto, si s6lo uno de los sumandos de [14.57] es distinto de cero, por
ejemplo el de la componente z, sdlo contribuye a la probabilidad de
transicién la interaccidon del campo eléctrico de la radiacion en la
direccién z, se dice en este caso que la transicién (y la banda espectral
asociada) estd polarizada en la direccion z. Cuando solamente uno de los
sumandos se anula, por e¢jemplo ¢l de la componente x, la transicion (y la
banda) estd polarizada en un plano, en este caso el y:z.

Llegamos de esta manera a la siguiente regla:
Una transicion de dipolo eléctrico estd permitida y tiene polarizacion en
las direcciones x, y 6 z si el producto directo de las RI de los dos estados

implicados es o contiene la RI a la que pertenece la coordenada x, y o z,
respectivamente. ‘
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El estudio mecano-cuantico de la actividad optica o «quiralidad»
conduce a la siguiente expresion (Ref. 11) del momento de transicion para
transiciones o bandas de absorcion Opticamente activas:

Cal|p} - <bla? [14.58]

Como vemos no basta con que la transicion sea eléctricamente permitida
(no todas las transiciones electronicas dan lugar a bandas de absorcion
Opticamente activas). La transicion debe ser eléctrica y magnéticamente
permitida, pero ademas ambos momentos no deben ser ertogonales para
que su producto escalar sea distinto de cero, es decir,” deben contener
alguna componente paralela no nula. Al igual que hicimos en [14.57], ¢l
segundo factor del producto escalar [14.58] se puede descomponer en
tres integrales:

<bihlay = (b jad + {biylay + <{bl.|a) [14.59]

Los operadores mh,, m,, th, pertenecen a las mismas especies de simetria
que las rotaciones R,, R,, R, respectivamente, que aparecen en la zona 5
de las tablas de caracteres. Si suponemos que v, pertenece a la especie
totalmente simétrica del grupo, como sucede en el estado fundamental de
la mayoria de las moléculas, para que alguno de los sumandos de [14.59]
sea distinto de cero W, debe pertenecer a la misma especie de simetria que
alguna de las rotaciones R,, R, R..

Consideremos ahora conjuntamente los dos factores de [14.58] en
varios egjemplos. Para una molécula perteneciente ale grupo C,, las
transiciones entre estados A, — 4, y 4 — E seran cléctricamente permi-
tidas (véase la zona 5 de la tabla de caracteres) y pueden dar lugar a
bandas de absorcion en el espectro visible-ultravioleta. Pero las transicio-
nes A, 4 A,, A, -4 B, v A, » B, estaran prohibidas. Sin embargo, la
transicion A; — A; que es eléctricamente permitida, no lo es magnética-
mente, la A, - A, es magneéticamente permitida pero eléctricamente
prohibida, las transiciones 4, — E estin permitidas en ambos casos, no
obstante, el hecho de que x, y y R,, R, aparezcan entre paréntesis en la
zona 5 indica que E es un estado degenerado (RI bidimensional), y no
puede distinguirse entre las componenies x ¢ y de fi y i en este caso,
aunque la transicion podria ser Opticamente activa, la actividad seria de
la misma magnitud y signo opuesto para cada una de las contribuciones
a la transicion degenerada, la suma de ambas contribuciones sera igual a
cero y no aparecera actividad optica observable para estas transiciones, a
menos que se rompa la degeneracion por una perturbacion que disminu-
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ya la simetria de la molécula y la especie E se desdoble en dos especies no
degeneradas. En temas posteriores trataremos este tipo de perturbacio-
nes.

Podriamos hacer un analisis similar para los demas grupos de sime-
tria puntual. Por ejemplo, para el grupo C, todas las transiciones que
parten de un estado fundamental 4, A - By 4 — A, pueden ser Optica-
mente activas. Sin embargo, para el grupo C, aunque todas las transicio-
nes son eléctrica y magnéticamente permitidas, ninguna puede ser optica-
mente activa porque el producto escalar de los momentos de transicion
eléctrico y magnético es cero. Por ejemplo, en una transiciéon A4' — A’
todas las componentes son cero excepto:

Py=Lafb> #0 , P, ={dalfilby #0 , M, = aji,lb) #0

pero el producto escalar:

(Py Py, O)0, 0, M) = 0

En general, para que el producto escalar [14.58] sea distinto de cero
ambos momentos deben tener alguna componente paralela distinta de
cero, es decir, deben aparecer en la zona 5 de la tabla de caracteres la
coordenada y la rotacion respecto de esa coordenada en la misma RI

Un analisis detallado de los grupos puntuales siguiendo el iniciado en
los ejemplos anteriores, indica que solo puede darse actividad Optica en
moléculas pertenecientes a grupos que no contienen planos de simetria,
centro de inversion o ejes de rotacidn impropia. Las moléculas que son
superponibles con su imagen especular tienen estos elementos de simetria.
Encontramos asi la célebre regla de Pasteur. Una formulacion precisa y
general de esta condicion se dio en el apartado 5.2 del Tema 11. (Una
molécula es Opticamente inactiva si tiene algin eje S, donde p = 1,2, 3, ...
La existencia de un planc o un centro de simetria son casos particulares
de la misma: S, = o y S, = i).

Esta regla se refiere a la denominada actividad optica natural porque
es posible, mediante perturbaciones externas con un campo magnético,
conseguir que sustancias opticamente inactivas, segun dicha regla, tengan
actividad optica.

Veamos finalmente las reglas de seleccion para transiciones de cua-
drupolo ¢léctrico. Fl operador cuadrupolo eléctrico Q es un tensor de
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segundo orden (ver apéndice) v puede representarse en forma de una
matriz cuyos elementos en lugar de niimeros son funciones Q,;:

Qxx Qxy sz
ny ny Qyz
sz sz § sz

Haciendo consideraciones energéticas puede demostrarse que Q;; = Q@ y
ademas Q,, + Q,, + Q.. = 0, es decir, solo hay cinco elementos o com-
ponentes independientes. Las propiedades de simetria de estas compo-
nentes son las mismas que las de las funciones cuadraticas que figuran
como subindices, excepto que hay que tener en cuenta que x2 -+ y? +z2=0,
Como hay cinco componentes independientes en lugar de las tres que
habia en los operadores de momento de dipolo eléctrico y magnético,
normalmente el nimero de transiciones permitidas es mayor. Sustituyen-
do M por Q en [14.55] se obtiene el momento de transicion de cuadru-
polo, que podra descomponerse en suma de cinco integrales. Y evidente-
mente, para que una transicion de cuadrupolo eléctrico sea permitida el
producto directo de las RI de los estados implicados debe ser o contener
alguna RI para la que sean base las funciones cuadraticas producto de
dos coordenadas cartesianas, y que aparecen en la zona 6 de las tablas de
caracteres (hay que hacer la excepcion x* + y? + z2 = 0). Asi por ejem-
plo, para una molécula perteneciente al grupo C,,, las inicas transiciones
prohibidas seran entre estados para los que el producto directo de sus
especies de simetria sea igual a la especie 4, (consulte las tablas de
caracteres). Por esta razon, las transiciones de cuadrupulo 4, 4 A4, ¥
B, # B, (B; x B, = 4,) estan prohibidas.

El producto directo de una especie de simetria real y monodimensio-
nal por si misma es siempre igual a la especie totalmente simétrica del
grupo, I',)I; = I',. Las transiciones de cuadrupolo i — i entre estados con
especies de simetria de este tipo estan prohibidas en los grupos de
simetria ciibicos o icosaédricos, ya que en ellos la funcién x? + y? + z% ¢s
base para I'; y en este tipo de transiciones hay que imponer la restriccion
x? + y* + z2 = 0. Sin embargo, para grupos de simetria inferior a la
cubica, podemos comprobar en las tablas de caracteres que estas transi-
ciones estan permitidas. Asi para el C,,, x* + y? es base para A, y lo
mismo z?, pero se trata de dos funciones independientes entre si.

En los temas que siguen trataremos algunas otras reglas de seleccion.
En general hay que hacer una observacion a todas cllas. Estas reglas son
validas en la medida en la que el modelo, normalmente simplificado, que
estamos usando se adapta al sistema fisico real, Interacciones no tenidas
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en cuenta pueden conducir a la aparicion de lineas o bandas asociadas a
transiciones prohibidas. Por otro lado, transiciones permitidas pueden
dar lugar a bandas tan débiles (por ejemplo, debido a la escasa poblacién
del estado inicial) que no sean experimentalmente observables.

4. INTRODUCCION A LAS APLICACIONES DE LA TEORIA
DE GRUPOS. UN ORGANIGRAMA

Los temas que van a desarrollarse a continuacién (Temas 15, 16, 17 y
18) se dedican a hacer una introducciéon de aquellas aplicaciones de la
teoria de grupos en quimica que estimamos fundamentales. Es imposible
en un espacio tan breve describir todas las aplicaciones quimicas que se
han hecho de esta teoria, ¢ incluso profundizar en las fundamentales.
Para ello es necesario recurrir a manuales especializados o monografias,
algunos de los cuales se citan al final de cada tema. A pesar de estas
limitaciones, es conveniente que el alumno conozca los campos v técnicas
de la Quimica en los que es muy util la aplicacion de la teoria de grupos,
y en qué medida esta teoria permite establecer relaciones entre unos
campos y otros. Esto puede despertar su interés por un estudio mas
detallado de las posibilidades de la tecoria de grupos em relacién con
aquellos aspectos que le resulten especialmente atractivos,

Con este objetivo, en la figura 2 se muestra un organigrama que
indica de forma simplificada las relaciones entre la teoria de grupos,
diferentes tratamientos mecano-cuanticos y técnicas espectroscopicas o
de difraccion,

La posicion central que se ha asignado a la teoria de grupos en el
organigrama no pretende realzar su importancia en detrimento de los
demas apartados, sino que es debida a que le hemos conferido el papel de
un «nodo informaticon. No es que de la teoria de grupos deriven las
demas teorias o técnicas sino que es precisamente a través de ella como es
posible relacionar los conocimientos que sobre la estructura de la materia
proporcionan dichas teorias o técnicas.

Se han publicado muchos libros tanto sobre la teoria de grupos como
sobre sus aplicaciones; ademas de los que hasta ahora hemos venido
citando, en las referencias 12 a 25 se indican algunos otros que estan
concebidos v orientados desde un punto de vista principalmente tedrico y
en los que se pone énfasis en la relacion entre la teoria de grupos y
diversos tratamientos mecano-cuanticos.
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CAMPO DE CAMPO

LOS LIGANDOS CRISTALINO

Figura 2—Relacidn entre la teoria de grupos y algunas de las teorius ¥ técnicas espectroscdpicas mds
importantes en Quimica. Significado de las abreviaturas: TRAT. M.C., tratamiento mecano-cudntico;
RSE, resonancia de spin electronico; RMN, resonancia magnética nuclear; RCN, resonancia de
cuadrupolo nuclear; SUS.MAG., susceptibilidad magnética; MOSSBAUER, espectroscopia Mossbauer;
E. ELECTRONICA, espectroscopia electrdnica; DOR, dispersion dptica rotatorio; DC, dicroismo
circular: UV-VIS, uliravioleta-visible: OM, orbitales moleculares; EV, electrones de valencia,
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EXPLICACIONES COMPLEMENTARIAS

La degeneracién accidental aparece con poca frecuencia, excepto en
aquellos sistemas en los que el hamiltoniano incluye un parametro que
varia de forma continua, como por ejemplo la intensidad de un campo
eléctrico o magnético. En estos casos, para cicrtos valores del parametro
en cuestion, puede aparecer degencracion accidental al coincidir o cruzar-
se dos niveles de energia. Este tipo de degeneracion es excepcional,
impredecible y normalmente facil de reconocer cuando tiene fugar.
Generalmente, un estudio mas profundo muestra que o bien no es exacto
que exista degeneracion o no se ha advertido la presencia de cierta
simetria en el hamiltoniano que explicaria o justificaria la degeneracion.

Hay otra excepcion a la afirmacion de que la representacion a la que
pertenece (o para la que son base) las funciones de onda de un nivel
degenerado es irreducible. Puede darse en moléculas cuyo grupo puntual
posea RI monodimensionales con caracteres complejos, como por ejem-
plo en los grupos C,. Segin indicamos en el apartado 3.1, zona 4, del
Tema 13, este tipo de RI se agrupan por parejas de modo que uno de los
conjuntos de caracteres es el complejo conjugado del otro. Al par de RI
complejas conjugadas se le denomina E, simbolo usado en la notaciéon de
Mulliken para las RI bidimensionales, indicando niveles de energia
doblemente degenerados.- La razon de ello es la siguiente. Si tomamos
complejos conjugados en la ecuacion de Schrodinger: (Hy)* = (Eyn*®. El
operador H, segin hemos visto, no contiene magnitudes complejas
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(siempre que no s¢ aplique un campo magnetico), es un operador real, y
los valores de E también son reales, por lo que:

By* = Ey*

Es decir, la funcion y*, compleja conjugada de , es también funcion
propia de H, con el mismo valor propio E. Si W es real, W* =\, y esta
funcién sera base para una RI con caracteres reales. Supongamos ahora
que Y es compleja. Al aplicar un operador de simetria R:

Ry = ry

donde r es el caracter de la RI monodimensional T” para la que ¥ ¢s base.
Entonces {enemos que:

I‘iw* — r*,!,*

de modo que y* serd base para otra Rl monodimensional I'* cuyos
caracteres * son los complejos conjugados de los de I,

Por tanto, si una molécula posee un nivel de energia asociado a una
funcién de onda base para una RI monodimensional I' de caracteres
complejos, dicho nivel debe ser degenerado, pues segiin acabamos de ver
existe otra funcion propia de H con el mismo valor propio de energia, su
compleja conjugada. Esta ultima funcion es basc para una RI diferente
I'*#, compleja conjugada de la anterior. Ambas RI apareceran siempre
emparejadas al reducir representaciones.

270




10.

1.

12.

Bibliografia

E. WIGNER: Gruppentheorie und ihre Anwendung auf Quantenmechanilk der Atomspek-
tren, Braunschweig (1931). Versidn en inglés: Texto de la referencia 3 citado en el
apartado de bibliografia correspondiente al Tema 13,

C. ECKART: Rev. Mod. Phys., 2, 344, 1930,
E. BAUER: Introduction a la théorie des groupes, Paris, 1933,

VAN DER WAERDEN: Gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik, Springer,
Berlin, 1932.

H. WEYL: Theory of Groups and Quantum Mechanics, Methuen, London, 1931,
V. HEINE: Group Theory in Quantum Mechanics, Pergamon Press, Oxford, 1960,

G. YA. LYUBARSKIL The Application of Group Theory in Physics, Pergamon Press,
Oxford, 1960.

C. D. H. CiisHOLM: Group Theoretical Technigues in Quantum Chemistry, Academic
Press, New York, 1976.

I G. KAPLAN: Symmetry of Many-Electron Systems, Academic Press, New York,
1975,

D. M. Bisnor: Groyp Theory and Chemistry, Apéndice A.6-1, pag. 113, Clarendon
Press, Oxford, 1973.

E. CHARNEY: The Molecular Basis of Optical Activity, pigs. 148-153, John Wiley,
New York, 1979.

S. B. PIEPHO y P. N. SCHATZ: Group Theory in Spectroscopy (With Applications to
Magnetic Circular Dichroism), Wiley-Interscience, New York, 1973,

S. L. ALTMANN: I'nduced Representations in Crystals and Molecules: Point, Space and
Nonrigid Molecules Groups, Academic Press, London, 1978.

C. J. BRADLEY y A, P, CRACKNELL: The Mathematical Theory of Symmetry in Solids.

2n




Representation Group Theory of Point Groﬁps and Space Groups, Oxford Univ, Press,
Oxford, 1972.

15. Y. C. DONINE: Recent Advances in Group Theory and Their Application to Spectros-
copy, Plenum Press, New York, 1979.

16. G. 8. Bzra: Symmetry Properties of Molecules, Springer-Verlag, Berlin, 1982.

17. P. R. BUNKER: Molecular Symmetry and Spectroscopy, Academic Press, New York,
1979,

18. M. HAMMERMESH: Group Theory and its Application to Physical Problems, Addison-
Wesley, Reading {Mass.), USA, 1962,

19. V. HEINE: Group Theory in Quantum Mechanics. An Introduction to Present Usage,
Pergamon, Oxford, 1564.

20, R. KEOWN: An Introduction to Group Representation Theory, Academic Press, 1975.

21, W. LEDERMANN: Introduction to Group Characters, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1977.

22. E. M. LOEBL (ed.): Group Theory and its Applications, Academic Press, New York,
vol. 1, 1968, vol. 2, 1971, vol. 3, 1974.

23, B. L. SILvER: Trreducible Tensor Methods. An Imtroduction for Chemists, Academic
Press, New York, 1976.

24, N. V. V.S SwaMmy y M. A, SAMUEL: Group Theory Made Easy for Scientists and
Engineers, John Wiley, New York, 1979,

25. W. K. TunG: Group Theory in Physics. An Imtroduction to Symmetry Principles,
Group Representations, and Special F unctiong in Clasical and Quantum Physics, Wiley,
New York, 1984 )

26, L N, LEVINE Quimica Cudntica, Editorial AC, Madrid, 1977,

Textos de apoyo

@ D. 5. SCHONLAND: Molecular Symmetry. An Introduction to Group Theory and its Uses
in Chemistry, Cap. 6, apartado 6.6, pags. 109-116; y cap. 7, pags. 117-137. Van Nostrand
Reinhold, Londen, 19635,

o D. M. BisHoP: Group Theory and Chemistry, Cap. 7, apartado 7.6, pags. 125-128; y cap.
8, pags. 151-163, Clarendon Press, Oxford, 1973,

s F. A COTTON: La teoria de grupos aplicada a la Quimica, cap. 5, Editorial Limusa,
México, 1977. O bien Chap. 5 de la tercera edictén del libro del mismo autor (Chemical
Applications of Group Theory, 3rd ed., Wiley, UK., 15%0).

Lecturas recomendadas

@ D. C, HARRIS y M. D. BErTOLUCCE: Symmetry and Spectroscopy, cap. 2 (A skirmish
with quantum mechanics), pags. 62-92, Oxford Univ. Press, New York, 1978.

272




ACTIVIDADES RECOMENDADAS

Una aproximacion a Ia funciom potencial de una molécula diatémica
homonuclear puede expresarse mediante el desarrollo en serie:

U(x) = a + bx + ¢ex? + dx® + ex* + ...

Donde x es la distancia nucleo-nicleo. Basandose en la simetria de la

molécula, deducir qué términos del desarrollo deben ser iguales a
Cero.

Haciendo uso de las tablas de caracteres (Ref 13 del Tema 13)
compruebe que sélo son posibles transiciones electrénicas optica-
mente activas en moléculas que no tienen ningln ¢je S Slp=1273.)
Recuerde que §S;, =oc y 8§, = i.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Construir el término de energia potencial de interaccion nicleo-
-electron de la molécula de amoniaco y comprobar su invarianza
frente a las operaciones de simetria del grupo puntual de esta mole-
cula.

Empleando argumentos de simetria determinar cudl es la maxima
degeneracion posible en los niveles de energia de los siguientes
sistemas:

a) Particula confinada en el interior de un tetraedro regular.
by OM de una molécula icosaédrica.

¢) OM de las moléculas de benceno y antraceno.

En el apartado 4 del Tema 12 se construyd una representacion
reducible I del grupo de simetria de la molécula de amoniaco (Fig. 7,
Tema 12) sobre la base de los tres OM ¢ N—H (¢, 0,, ¢3). Reducir
esta representacion y obtener tres combinaciones lineales de estos
OM ¢ que sean base para la represeniaciéon suma directa, es decir,
para cada una de las RI que aparecen al reducir I

Los seis OA p que intervienen en la formacion del sitema OM r de la
molécula de trans-trans-hexatrieno forman base para una representa-
cién del grupo de simetria de esta molécula. Reducir esta representa-
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cion y encontrar una base formada a partir de OA p en la que la
representacion aparezca en forma totalmente reducida.

Determinar las representaciones producto directo E x E (RI del
grupo Cu); A, x E, 4, x A, y E* (grupo C,,). Reduciéndolas a
suma de RI

(Por qué estin prohibidas las transiciones de dipolo eléctrico d — d
en complejos de metales de transicion de estructura octaédrica?

El estado fundamental de la molécula de ciclopropano pertenece a la
especie de simetria totalmente simétrica de su grupo puntual, mien-
tras que los estados vibracionales excitados pertenecen a las distintas
especies del grupo. De las transiciones que parten del estado funda-
mental, jcuiles pueden dar lugar a bandas de absorcion en espectros-
copia infrarroja?, ;jestaran polarizadas?

Deducir las posibles transiciones de dipolo eléctrico y dipolo magné-
tico permitidas y prohibidas, asi como su polarizacion, en una
molécula de simetria Cy,.

¢Qué transiciones de cuadrupolo eléctrico estaran prohibidas en una
molécula de simetria C,,?




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Consideremos que un electron de la molécula estd situado en un
punto P, (Fig. 3). Segin [14.5], para es¢ electron el término de
energia potencial de interaccion nucleo-electron es:

Figpurg 3
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Cualquier operacion de simetria del grupo de esta molécula, C,, deja
invariante al &tomo de nitrogeno ¢ intercambia los atomos de hidro-
geno 1, 2 y 3 (Fig. 3). Por tanto, su efecto sobre ¥y, sera intercambiar
el orden de los tres ultimos sumandos; es decir, V, sera invariante.
Haciendo lo mismo para los demés electrones de la molécula se
puede concluir que el término de energia potencial de interaccion
nucleo-electréon es invariante frente a las operaciones de simetria del
grupo Cs,.

Las funciones propias del operador hamiltoniano de estos sistemas
deben ser base para RI de sus grupos de simetria. El nimero de
funciones propias necesario para formar base de una RI es igual a la
dimension de dicha RI. Consultando las tablas de caracteres de los
grupos correspondientes a dichos sistemas se obtiene directamente:

a) Simetria T;. RI de mayor dimension: T; y T,. Maxima degenera-
cidén posible: 3.

by Simetria I, RI: H, y H,. Maxima degeneracion posible: 3.

¢) Molécula de benceno: simetria Dg,. RE E,,, E,, E,, v E,,
Maxima degeneracion posible: 2.

Molécula de antraceno: simetria D,,. RI monodimensionales. No
hay degeneracion.

En todos estos ejemplos nos referimos a la degeneracion normal. La
posibilidad de degeneracion accidental no se considera.

Una molécula icosaédrica ticne simetria mas elevada que el sistema
tetraédrico propuesto, y éste a su vez que la molécula de benceno
(grupo de simetria intermedia). La molécula de menor simetria es la
de antraceno. Se observa que al disminuir la simetria disminuye
también la posibilidad de degeneracion. En las tablas de caracteres se
puede comprobar que esta relacion entre simetria y degeneracion es
general. Al estudiar los sistemas mecano-cudnticos de la particula en
una caja mono, bi y tridimensional, se advierte que en la caja
monodimensional no existe degeneracion, en la bidimensional (D, ¥
D,,) solo si las dos dimensiones de la caja son iguales (D) pueden
aparecer cstados doblemente degenerados, y en la tridimensional no
existe cuando las tres dimensiones son distintas (D,,); hay estados
doblemente degenerados cuando dos de ellas son iguales (Dy,) ¥y
triplemente degenerados cuando son iguales las tres (caja cubica: T)).




Para un estudio del tratamiento mecanocudntico de estos sistemas
véanse las paginas 80 a 86 de la referencia indicada en el apartado de
lecturas recomendadas del presente tema v el capitulo 2 de la referen-
cia 26.

Estos son ejemplos de c¢domo la teoria de grupos permite obtener
informacion sobre las soluciones de la ecuacion de Schrodinger sin
resolverla.

En el apartado 4 del Tema 12 se redujo I' a I'; @ I'; (en la notacién
de Schoénflies 4, @ E), como puede comprobar ahora facilmente
aplicando la ecuacion [13.17]. Construyamos los operadores de
proyeccion Py P geotin [14.387:

P =T+ C+C5t+6,+6,+4)
P = 2f -, — 3!

Aplicando P9 a ¢,:

pPidg, = fo, + Cyo, + C3l0, + 6,0, + 6,0, + 80, =

:01+62+U3+G—1+0—3+0-2=2(0-1+0-2+63)

Como puede comprobar, esta combinacion lineal es base para la RI
A,;. Debido a que ¢,, 6, ¥y ¢4 son ortonormales, al normalizar la
combinacion lineal se tiene que el producto escalar es 17 + 12 + 12 =
= 3, y por tanto la funcidn normalizada es:

|
S(AI] :———3(0.1 —+ 0-2 + 0-3)

El mismo resultado se obtiene aplicando PV 4 ¢, v ¢5. Vamos a
determinar las dos restantes funciones de base para la representacion
suma directa. Aplicando ahcra P a ¢,, 0, y o, resultan las tres
funciones:

PP, =26, —0,~06y , PPo,=20,—06;—0; ,

D(E
P( )0-3 220-3“‘0-1_0-2
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que no son linealmente independientes pues su suma es cero (como
era de esperar, pues o, + ¢, + 0, es base para 4, y en consecuencia
P¥G, + o, + a,) = PPg, + PBg, 4 Pg. debe anularse). Pode-
mos elegir una de clias, por ejemplo P's, y la diferencia entre las
otras dos PPlg, — PPy, Se¢ obtienen asi dos funciones 2o, — g, —
— 03 Y 3(o; — 63) que una vez normalizadas quedan asi:

L , 1
SLE)=%(20"1_‘72—03) y SE,E)Z“—z(Uz—Us)

¥ su producto escalar es:

1
SE), S = ——[2.0+ (=1)- 1+ (—1)-(—1)] =
( } ,—lzl + (=1 1+ (=1} (=1)]=0

es decir, son ortogonales entre si, ¥ forman base para la RI E. Puede
verificar también que S y SIP son ortogonales a §“". Podemos
concluir que §“0, S¥ v SIB son base para una representacion
equivalente a la representacion I' del apartado 4 del Tema 12 en la
que las matrices aparecen en forma totalmente reducida o factorizada
en bloques, precisamente la’ representacion suma directa 4, @ F
(I'; ® I',), obtenida entonces mediante una transformacion de seme-
janza vy ahora mediante un cambio de base. .

Podriamos haber ahorrado tiempo en la determinaciéon de §™
considerando simplemente que la combinacion lineal suma es inva-
riante frente a las operaciones de simetria del grupo, pues éstas
intercambian entre si los orbitales, es decir, solamente el orden de los
sumandos. La experiencia en este tipo de ejercicios demuestra que
muchas veces no es necesario recurrir a los operadores de proyeccion
para obtener combinaciones lineales de la simetria adecuada.

La molécula de trans-trans-hexatrieno pertenece al grupo C,, (Fig. 4).
Los seis orbitales pn (¢, ¢, ¢3, ..., ) forman base para una
representacion matricial del grupo de simetria de la molécula




i
'
|

Figura 4
Cuyos caracteres son:

r. 16 0 0 -6

Las operaciones C, e i intercambian entre si los orbitales (elementos
de la diagonal principal iguales a 0) y la operacion o, cambia de
signo cada uno de ellos, transforma su 16bulo positivo en el negativo
y viceversa (elementos de la diagonal principal iguales a —1).

Reduciendo esta representacion mediante [13.17]:
I', = 3B, @ 34,

Debemos encontrar seis combinaciones lineales, tres de la especie B,
y otras tres de la A, .

PO =T C,+T—3,
POy =Ty — Copy + ipy — 64y = by — g — b+ @y =
2, — o)

normalizando:

1
SPe? = —2(9’51 — P)

7
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Aplicando ahora P®¢ a ¢, y ¢, se obtendrén:

1 1
SP = —ﬁ((f)z —¢s) ¥y SP= “\“/—E(d)s — ¢4

Estas tres funciones tienen simetria, o son bases para, B,

Para la especie A,

CTON R
Pl = py 4+ g + P+ by = 2P, + D)

St — \—}Em T o)

£
t

y procediendo andlogamente para ¢, v ¢, se obtendran:

1

1
\/5(‘?52 + (1{)5) ’ ==

St = \/5(% + ¢4)

St =

Estas seis funciones, combinaciones lineales de los OA pr, son base
para la representacion suma directa 3B, @ 34,, equivalente a la

representacion original 1.

E x E (Cy):

El producto directo E x E s¢ puede simbolizar también como E*
Una base para E es (x, y) y otra (xz, yz). Por tanto, la representacion
producto directo podria formarse a partir de la base (x?z, xyz, yxz,
y*z) donde el orden de los productos es importante, asi xyz e yxz hay
que considerarlos como dos productos diferentes para generar correc-
tamente la representacion. Solo es necesario obtener una matriz de

un elemento de cada clase:




i 1 1 i i

1 1 { 1 1

Se han escrito tinicamente los elementos distintos de cero. La repre-
sentacion £ x E es de dimension 4, por tanto reducible, y ademas no
esta en forma diagonal. Una matriz que diagonaliza estas matrices es:

-

1 1
0 — — 0
NG 2
X:
0 L b 0
NG NE
1 1

- 0 0 —

Efectuando la transformacion de semejanza X~ ', {R)X con cada
matriz de E x E, I'p, x(R), se obtiene:

O /O /0 /O /0

1 ~ 1 1 ' —1 1
f 1 1 1 1

La representacion esta ahora en forma totalmente reducida y pode-
mos ver claramente las RI contenidas en E x E. Se encierran con un
circulo los caracteres de una de ellas, la B,. Comparando los caracte-
res con los de una tabla del grupo C,, es claro que:

ExE=A ®A,&B, ®B,
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El mismo proceso se efectia rapidamente multiplicando los caracte-
res de E por si mismos:

Cyy I 26, €, 2, 20,

E pA o -2 0 0

ExE| 4 0 4 0 0
y reduciendo E x E segin [13.17].

A, % E Ay x Ay y E? ()

Observando la tabla de caracteres se obtiene directamente

Cs, I 2C; 3e,
Ay 1 1

A, 1 —1
E - 0
Ay % A, 1 1 -1
E? 4 1 0

Comparando los caracteres de las representaciones A, x E y
A, x A, con los de la tabla es evidente que

A xE=EFE y A xA,=A4,

Al multiplicar por la RI totalmente simétrica del grupo se obtiene
siempre la representacion correspondiente al otro factor.

Para el producto directo E x E = E? puede también advertirse
directamente que:

E=4,04,0F

o bien, llegar a este resultado aplicando [13.17].
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6. Las transiciones de dipolo eléctrico d - d en complejos octaédricos

estan prohibidas por simetria. Es un caso particular de la regla de
seleccion de Laporte. La paridad de los estados inicial y final es la
misma (! = 2, paridad: par).

Si consultamos la tabla de caracteres del grupo 0, vemos que los
orbitales (d,, d,,, d,,} son base para la RI Ty, y los (d,sd,» — y?)
para la E . Es decir, se trata de transiciones g — ¢ (par — par) y por
tanto el momento de transicion serd:

Wl > = 0

Ya que la funcion integrando y¥fiyy, serd impar o antisimétrica, u,
respecto de la inversién (el operador fi también lo es), es decir, no
puede ser base o contener la RI totalmente simétrica del grupo A, g

(par).

Consultando 1a tabla de caracteres del grupo D,,, zona 5, se deduce
directamente que solo las transiciones:

A E y Ay 4y
estan permitidas y daran lugar a bandas de absorcion en infrarrojo.

Las del primer tipo seran plano-polarizadas en xy 0 (L} y las del
segundo estaran polarizadas en la direccion z (])).

Obtengamos primero los posibles productos directos entre cada dos
RI del grupo C,,;

C..| A, A, B, B, E
A, | A4, A, B, B, E
A, A, B, B, E
B, A, A, E
B, A, E
E A, ® A, ®B, @B,

La tabla es simétrica respecto de su diagonal principal y por ello 1o B

se escriben en la tabla los productos directos simétricos. Teniendo en
cuenta la informacion contenida en la tabla de caracteres v en esta
tabla de productos directos podemos construir la siguiente tabla de
transiciones permitidas:

285




286

C.| A, A, B, B, E
Ay woomy —  —  pgmy
A, W o o—  —  pimy
B, Bpoomy pgmg
B, py o pymd
E Hy

Veamos, por ejemplo, una transicion de dipolo eléctrico entre los
estados B, v E, B, x E = E. Este tipo de transiciones estan permiti-
das por las componentes x e y del operador momento de dipolo
eléctrico, pero no por la componente z, son planopolarizadas, lo que
se indica en la tabla mediante u,. También es magnéticamente
permitida, (R, R,), y planopolarizada, lo que se indica asi: m . La
transicion 4, — A4,, A, x 4, = A,, no es magnéticamente permitida,
pero si eléctricamente debido a la componente z del operador de
momento de dipolo eléctrico, y esta polarizada en la direccion de
dicha componentg, u). Las transiciones eléctrica y magnéticamente
prohibidas, como la 4, — B, (4, x B; = B,) se indican con un
guion -—. En la transicion de dipolo magnético E — E si ambos
estados son independientes, se podra encontrar una funcién base
para A, que haga que la transicidn sea permitida. Pero si los dos
estados E no son independientes no es posible encontrar una funcion
independiente de simetria A, y el momento de transicion serd cero.

Estarin permitidas todas las transiciones entre estados de la misma
paridad: ¢ — g y u — u. Es decir, entre estados en los que el producto
directo de sus especies de simetria es . A, 0 B, Ya que sOlo para
estas especies del grupo son base las funciones cuadraticas x2, y2, 2%,

Xy, Xz € yz.

Prohibidas estaran las transiciones g % u v u - g. La especie resul-
tante del producto directo de las especies de ambos estados sera
siempre u: A, 0 B, Para estas especies no son base las funciones
cuadraticas citadas.




Tema 15

SIMETRIA, TEORIAS DEL ENLACE QUIMICO
Y ESPECTROSCOPIA ELECTRONICA







ESQUEMA/RESUMEN

ORBITALES DE SIMETRfA

» CLAS
¢ Simplificacion de la aproximacion de Hiickel

ORBITALES HIBRIDOS
ORBITALES MOLECULARES PARA MOLECULAS AB,
COMPUESTOS DE METALES EN «SANDWICH»
SIMETRIA D.EL CAMPO LIGANDO

¢ Desdoblamiento de términos en un entorno quimico
ALTERACIONES DE LA SIMETRIA. TABLAS DE CORRELACION

SIMETRIA Y ESPECTROSCOPIA ELECTRONICA
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OBJETIVOS

En este tema vamos a ver ¢como considerando la simetria de las
moléculas se facilita la resolucion de su ecuacion de Schrédinger electro-
nica [14.11] descrita en el tema anteriot.

En primer lugar, siguiendo el procedimiento de OM-CLOA, utilizare-
mos combinaciones lineales de orbitales atomicos adaptadas a la simetria
de la molécula (CLAS), con lo que se simplificara ¢l calculo de las
integrales en las que intervienen. Asimismo, teniendo en cuenta los
requerimientos de simetria para los orbitales hibridos y para los orbitales
moleculares (OM) de moléculas de tipo AB,, comprobaremos como se
simplifica considerablemente la construccion u obtencién de estos orbita-
les.

Empleando argumentos de simetria también es posible predecir cuali-
tativamente las alteraciones de los estados y términos espectrales de un
ion, atomo o molécula cuando se producen perturbaciones o cambios que
modifican su simetria.

Finalmente se indicaran las transiciones espectrales entre estos esta-
dos electrénicos permitidas y prohibidas por simetria.

Dentro de este contexto, los objetivos del presente tema son:

1. Entender claramente el concepto de CLAS y su utilidad en los
procedimientos de calculo de OM.

A




2. Entrenarse en la obtencion de funciones con ciertas propiedades
de simetria y predecir resultados cualitativos de la ecuacion de
Schrodinger electronica para sistemas con simetria.

3. Saber deducir los efectos que sobre los estados de un sistema
puede producir un cambio de simetria.

4, Conocer los criterios que determinan si una transicién espectral
entre estados electronicos esta permitida o prohibida por simetria.

No es objeto de este tema la descripcion detallada de las distintas
teorias sobre ¢l enlace quimico. Suponemos que el alumno ha tenido
ocasion de conocer, al menos sus fundamentos, en cursos anteriores. En
todo caso, si al estudiar el tema se le plantean dificultades a este respecto,
puede ayudarle la lectura del capitulo 10 de la referencia 1, donde se hace
un resumen de estas teorias, o bien de las referencias 2 a § para un
estudio mas profundo.
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1. ORBITALES DE SIMETRIA

En la ecuvacion de Schrodinger [14.117 para una molécula poliatomi-
ca, se observa que el hamiltoniano electrénico no relativista, H,, [14.9]
contiene un término de interaccidon electron-clectron (ver [14.5]) que
mezcla las coordenadas electronicas (las «posiciones» de cada electron
dependen de las de los demas, es decir sus coordenadas estan correlacio-
nadas) e impide que la ecuacidn sea separable en coordenadas de cada
clectron, y pueda obtenerse la solucion exacta facilmente. Hay que
recurrir, por ello, a ciertas aproximaciones. En la teoria de orbitales
moleculares (OM) se hacen las siguientes:

L.*

20

3'3

4'8

Las funciones de onda electronicas, ., se construyen a partir de
orbitales moleculares que se extienden, en general, a toda la
molécula.

La forma de estos OM se restringe a combinaciones lineales de
orbitales atémicos (CLOA), ¢y

thy = Z Cri®P; [15.1]

Se tratan de forma independiente la parte de la funcion de onda
en la que intervienen electrones ¢ y ¢n la que intervienen electro-
nes 7.

Finalmente, dependiendo de los métodos empleados, se hacen
aproximaciones sobre el valor de algunas integrales, métodos
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semiempiricos, por ejemplo, el de Hiickel, o bien se establecen
determinados parametros variables en las expresiones de los OM
y se minimiza el valor esperado de la energia:

lnb:f!ETellyljel dT
Eg=t4r [15.2]

J‘ljjfll!]el dt

con respecto a dichos parametros variables (calculo variacional),
métodos ab initio.

La simetria de una molécula puede hacerse intervenir en la solucién
aproximada de su ecuacidon de Schrodinger electronica de dos modos,
Primeramente, H,; conmuta con los operadores de simetria R del grupo
de la molécula, [14.24], por tanto, segiin vimos en el apartade 14.1, las
funciones de onda electronicas son base para RI del grupo, y pueden
clasificarse en especies de simetria. Cuando se utilizan OM aproximados,
cada OM debe tener logicamente la misma simetria, o en otras palabras,
pertenecer a la misma especie que la funcion electronica que aproxima o
en la que interviene (para una demostracion rigurosa consultar la referen-
cia 6). Al construir los OM deben emplearse, por ello, combinaciones
lineales de orbitales atémicos que sean base para RI, es decir, que estén
de acuerdo o se «adapten» a la simetria de la molécula. Son las denomina-
das combinaciones lineales adaptadas a la simetria (CLAS, o bien SALC en
la bibliografia inglesa), orbitales de simetria u orbitales de grupo, S,

En segundo lugar, otra consecuencia de la invarianza de I, frente a
R, es que integrales del tipo [14.54] que apareceran al resolver la
ecuacion de Schrodinger seran cero a menos que las funciones de onda
que intervienen sean base para la misma RI. De aqui que empleando
orbitales de simetria para resolver dicha ecuacion se evite el calculo de las
integrales que no retinan el anterior requisito.

Para obviar el problema del término de interaccion electron-electron
de M, en la aproximacion de Hartree-Fock o del campo autoconsistente
(SCF) Ia funciéon de onda electronica i, (1,2, .., n), donde los nameros
1, 2, ..., n representan las coordenadas de los n electrones de la molécula,
se expresa de forma aproximada a partir de funciones que dependen de
las coordenadas de un solo electrén; estas funciones son los denominados
orbitales moleculares. Al utilizar funciones independientes para cada
electron se desprecia la correlacidon que existe entre la posicion de cada
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electron y las de los demas. El error cometido con esta aproximacion en
la energia electronica se denomina, por ello, energia de correlacion.

La expresion de ., debe verificar dos leyes fundamentales. Cada
electron debe ser tratado en la misma de igual manera, ya que son
indistinguibles, y t., debe cambiar de signo al intercambiar dos de los
electrones, es decir debe ser antisimétrica respecto al intercambio, lo que
conduce al principio de exclusion de Pauli. Ambas condiciones las
satisfacen las expresiones conocidas como determinantes de Slater:

val) a1y e (1)

1 (W2 ¥ - 2
%1(1,2,_“,”):\/;'1#.() af/.() | lb:()

[15.3]

Vi) do(n) e ()

donde cada clemento del determinante {j) simboliza el OM k en
funcion de las coordenadas del electron j, se dice que el electron j ocupa
el OM k. Una expresion mas completa de los determinantes de Slater
requeriria que cada OM (/) estuviese multiplicado por la correspon-
diente funcion de spin «ff) o (j), de manera que cada elemento del mismo

seria un spin-orbital ¥ (o) o W.(NBG).

Introduciendo {15.3] en [15.2] y haciendo un calculo variacional para
minjmizar E,, se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales mono-
electrénicas, ecuaciones de Hariree-Fock, cuya deduccion alargaria inne-
cesariamente este apartado. Estas ecuaciones tienen la forma:

A k) = eqin(k)  k=1,2,.,n {15.4]

donde s, son constantes denominadas energias orbitales y H* es el
operador hamiltoniano de Hartree-Fock efectivo, llamado también sim-
plemente operador de Hartree-Fock y representado a veces por F. Este
operador en unidades atdomicas para un electron dado, por ejemplo el 1,
es:

. 1 Z, w2 N
A1) = — EV% —Y =24+ Y 27— K] [15.5]

z Tia j=1

Fl primer término de F*f en [15.5] es el operador de energia cinética de
un electron, el segundo es el operador de energia potencial para las
atracciones entre un electrdn y los nicleos de la molécula. Los operadores
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fj v Kj estan relacionados con los operadores 1/f;; de I?el, [14.9], sus
expresiones pueden consultarse en las referencias 3 y 4. J; se denomina
operador de Coulomb porque conduce a términos de energia correspon-
dientes a repulsiones entre nubes de carga. K ; €s el operador de canje, que
no tiene una interpretacion fisica sencilla, sino que proviene del requeri-
miento de que la funcion de onda electrénica sea antisimétrica respecto
del intercambio de clectrones. La suma de este {ercer término se extiende
a los n/2 orbitales espaciales ocupados en la molécula de n electrones. Se
advierte claramente la similitud de [15.4] con la ecuacién de Schrodinger
electronica [14.11]. Puede demostrarse que H(k), como sucedia con el
operador hamiltoniano original H., conmuta con los operadores de
simetria R del grupo puntual de la molécula, por tanto, los OM i,
asociados a una energia orbital &, forman un espacio funcional cuya base
lo es también de una RT del grupo puntual. Es una situacion totalmente
analoga a la que describimos para las funciones de onda electronicas, ),
en el tema anterior. Los OM pueden clasificarse, por tanto, en especies de
simetria. Como consecuencia de ello, se ha generalizado el uso de los
simbolos de las RI para caracterizar o etiquetar a los OM asociados. Una
vez se hayan obtenido los OM, i/, la energia total electronica se caleula a
partir de [15.2].

Para resolver las ecuaciones [ 15.4] en la aproximacion OM-CLOA se
introducen combinaciones lineales del tipo [15.1], asi en general:

ﬁefZ Crtpi = & Z i
Z Cki(HEF(fbi —5¢p) =10

i

multiplicando por ¢
Z Cks((f’jﬁefﬁbi — ¢Ep) =0

e integrando a todo el espacio, se obtiene para cada j:

Yl Ao — al@ld) =0, j=12,..n [15.6]

i

Se llega de esta manera a un sistema de ecuaciones homogéneo en las
incognitas ¢, Para que este sistema tenga solucion distinta de la trivial el
determinante de los coeficientes debe ser igual a cero;
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. i=1,2,.., :
KoJA"9 — skl @dl =0~ 7T [157]

3 Sy reny

es el llamado determinante secular, y [15.7] la ecuacion secular que se
escribe usualmente asi:

Hy —egSy Hy,—8S8Sy, - H,—s&S,,
H,, ~—.Ek821 H,, iskSzz HZH—.S,(SZ,, _0 [15.8]
H, * &S Hy “ €S2 H,, ‘ ExSan
donde:
Hy=<¢dB%d> v S;=<dildp [15.9]

Calculando o haciendo estimaciones sobre el valor de estas integrales es
posible evaluar las energias orbitales g, mediante la ecuacién secular
[15.8]. Para cada ¢, la resolucion del sistema [15.6] proporciona los
coeficientes ¢;; que definen cada OM, [15.1].

Si, como hemos sugerido anteriormente, en la construccion de los
OM en lugar de utilizar directamente CLOA de tipo general, [15.1], se
hubiesen empleado combinaciones lineales de orbitales de simetria:

[l[/k = Z CkiSi . [1510]

en ¢l determinante secular aparecerian integrales del tipo [15.97:

El operador H, como M, es invariante [rente a las operaciones de
simetria del grupo de la molécula, es decir, es base para la RI totalmente
simétrica, por tanto las integrales [15.117] seran iguales a cero a menos
que S; y S, sean base para la misma RI del grupo. Se evita asi el calculo
de dichas integrales y la ecuacion secular resultante es mas facil de
resolver. Como veremos seguidamente el determinante secular resulta
«factorizado» en bloques de menores dimensiones que el original.

Siguiendo este procedimiento vamos a tratar el caso particular de los
OM = de moléculas conjugadas planas. En primer lugar se aplica la
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aproximacion 3.* de la teoria de OM enunciada al principio de este
apartado, también denominada aproximacion w-electrdnica. La ecuacion
de Schrodinger electronica se considera separable en dos ecuaciones que
dependen solamente de las coordenadas de los electrones o y #, respec-
tivamente. En la ecuacion para los electrones n se utiliza un hamiltonia-

no H;

=Y A [15.12]

que promedia las repulsiones entre los electrones = Se llega asi a una
ecuacion secular [15.8] cuyas integrales se establecen en el método de
Hiickel, asi:

= 0

B (si ¢; vy ¢; corresponden a atomos directamente enlazados)
(en cualquier otro caso)

= 0;; (delta de Kronecker)

En cursos anteriores habra aplicado este método a distintos sistemas
n-¢lectronicos. Ahora puede comparar el tratamiente efectuado cuando
se utilizan orbitales de simetria en lugar de OA en la construccion y
posterior resolucion de la ecuacion secular.

Veamos, por ejemplo, el sistema de OM 7 en la molécula de trimeti-
lenciclopropano (Fig. 1). La molécula pertenece al grupo Dj,.

Figura 1.—Geomerria de la motécula de trimetilenciclopropano y una posible orientacidn de los OA pr.
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Cada atomo de carbono contribuye al sistema = con un QA pr orientado
en direccion perpendicular al plano molecular, Los seis OA forman base
para una representacion reducible del grupo D5, (matrices 6 x 6). Aun-
que pueden determinarse sus caracteres y reducirse (se¢ lo proponemos
como actividad recomendada), es preferible utilizar el grupo generatriz
Cs, (D3, = C3, x 0,) que es mucho mas simple, tiene soélo tres clases
frente a las seis del Dy, v los calculos resultan mas sencillos. Los
caracteres son:

Fijandonos solamente en la diagonal principal de cada matriz de la
representacion, evidentemente la operacion I no altera ningiin QA de la
base, una operacidén C, intercambia entre si todos los OA y una reflexion
o, deja inalterados solamente dos de ellos. Reduciendo I':

I, =24, ®2E

Luego de los seis OM que vamos a obtener dos pertenecerdn a la especie
Ay del grupo €5, (se formaran por combinaciones lineales de dos CLAS
de esta especie) y los cuatro restantes a la especie E (formados a partir de
cuatro CLAS de la especie E). Hemos obtenido un importante resultado
para los OM 7 de esta molécula considerando solamente su simetria y sin
haber abordado siquiera la resolucion de su correspondiente ecuacion de
Schrodinger: de los seis OM habrd dos parejas que serdn doblemente
degenerados y los dos restantes no tendrdn degeneracion.

Obtengamos ahora los dos CLAS A, y las cuatro E. Antes de aplicar
el operador de proyeccion podemos advertir que en esta molécula hay
dos grupos de OA pm, el constituido por (¢, ¢, ¢5) v el formado por
(¢a, P4, D). Ninglin OA del primer grupo puede transformarse mediante
operadores de simetria en OA del segundo grupo y viceversa, pero dentro
de cada grupo los OA pm son equivalentes. Es evidente, pues, que al
aplicar un operador de proyeccion a un QA pr dado obtendremos CLAS
en las que solo intervendran OA del grupo al que pertenece dicho orbital,
Por tanto, las dos CLAS A, pueden deducirse facilmente haciendo
consideraciones geométricas, deben ser simétricas respecto a todos los
operadores del grupo C,,, luego evidentemente:

\ | |
S{ = 3(¢’1 + s+ ¢s) 5 SYH =

3(¢z + by + ¢s)

G-
<
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Al mismo resultado se llegaria aplicando ¢l operador P“!. Para las
CLAS E:

PE —2f — &y — O

. , 1 .
P(E)fpt =2¢; — ¢3 — @5 S(f? = \ﬁ(2¢1 — @3 — ¢s)

Esta es una de las CLAS de uno de los pares de funciones de base para la
especic E. Para completar el primer par de CLAS debemos buscar otra
ortogonal a la anterior. Aplicando P® a los otros dos OA y combinando
los resultados:

13[E}¢’3 =23 — s — ¢y

ﬁ(E)d’s = 24)5 - ¢1 - ¢3}p(E)¢3 n P(E)-qbs - 3(¢’3 - ﬁ/’s) ~ ¢3 - Cbs

normalizando se llega finalmente a la CLAS:

B = (6 — ¢9)

NG

que es ortogonal a S{E. En este par de CLAS solo intervienen OA del
anillo de ciclopropano. Haciendo un tratamiento analogo para los OA
fuera del anillo, se obtiene:

1 1
Sl = =20y — s — P} 5 S5 = —= (s — P6)

V6 NE

Para expresar los resultados obtenidos usando el grupo generatriz C,
en RI del grupo original D,, comparemos las tablas de caracteres de
ambos grupos. La Rl 4, del C;, es totalmente simétrica y solo puede
corresponderse con las 4| o A% del D,,, ya que son las Unicas que
mantienen un caracter igual a 1 para las clases comunes I, 2C, y 35,. Si
consideramos que los orbitales pr tienen un lobulo positivo por encima
del plano y otro negativo por debajo (Fig. 1) es evidente que la reflexion
o, intercambia un lobulo por otro, es decir, invierte el signo del orbital, y
por tanto, invierte también el signo de S¥ y $$1* que son antisimétricas
respecto de o, Luego ambas CLAS son bases para la RI A5 del D,
Respecto de la RI E del C,, solo puede corresponderse con las E' y E”
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del Ds;, pero Unicamente la E” es antisimétrica respecto a g, como se

advierte en las expresiones de S, S, S y S Asi pues:

. i
S(lAz} =ﬁ(d)1 + &3 + @s)

PR |
S§ = \ﬁ(fﬁz + by + b)
|
S(ﬁz b= ﬁ(z(fh - Gba "‘ ‘Jbs)
SE? = \%w)g )
1 .

S = 20— 6= 0

y 1
S5 = —=lds — d¢)

2

Si construimos el determinante secular [15.8] a partir de OA, como
habra hecho en cursos anteriores, obtendra integrales del tipo [15.9] v un
determinante de dimensiones 6 x 6. Sin embargo, empleando las CLAS
que acabamos de obtener, las integrales [15.11] que combinen CLAS de

3 ¥ E” o bien CLAS de E” pero ortogonales seran iguales a cero. El
determinante secular se factoriza en tres bloques, uno de dimensiones
2 x 2 perteneciente a la especic 4 y dos idénticos 2 x 2 de la especie
E" obtenidos a partir de los conjuntos (S, S y (SE™, SE), respec-
tivamente. Calculemos las integrales,

Bloque AY:

1
Hyy = (8,[HS> = §<¢’1 + O3+ Ps|H by + p5+ s> =

Go+ 68) = a + 28

[SSY
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1 1
Hy, = §<¢2+¢4+¢6|Hn|¢z+¢4+¢‘6> = 5(“ tata)=a
1
Hy,=H, = §<¢1+¢3+¢5|Hn|¢2+¢4+¢6> =

1
=3B+ 5+ H=p

Uno de los bloques E':

Higro = {S1HS 1> ==
HZaZa =u
Hipe = Hyna = B

Puede comprobar que para el otro bloque E” los resultados son idénticos
a los del anterior, es decir:

Hyppo=0—8 5 Hys=a Hypoy = Hypp = B

y que las restantes posibles integrales son iguales a cero (H,,, =

=H,,, = Hy,p = Higap = .. = 0). En definitiva, la ecuacion secular
seria:
A-’zf En
—— — — a)
Sl S2 Sla S2a ’Slb S2b
A Sl “+2ﬁ_6 ﬁ E 0 0 0 0
2 '
S, B x—a 0 0 0 0
S 0 0 a—f-2c p | 0O 0 |=0
| 8. 0 0 §  a—z! 0 0
B! L e e e R
Slb 0 0 0 0 oc—ﬁ—s ﬁ
| S2 0 0 0 0 B a—e| [15.13]

El determinante secular s¢ ha factorizado en bloques a lo largo de la
diagonal principal. Por las propiedades de los determinantes, sera igual al
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producte de los determinantes de cada uno de los bloques. Es decir, la
ecuacion. secular inicial de gradoe seis (si hubiésemos empleado OA en
lugar de CLAS habria que determinar las raices de un polinomio en ¢ de
sexto grado) se descompone, en este caso, en dos ecuaciones seculares de
segundo grado;

Bloque A7%:
a+28—¢ B 5 ) ,
=0 ; & —2u+Pe+o”—p+2a=0
B o — &
e.() = o+ /28 [15.14]
Bloques E”
a—f—¢& B _ o, s , B
8 L =0 = Qu— et — P —af=0

gple) =0a— 72+ ?ﬁ [15.15]

La energia relativa de los seis OM se indica en el diagrama de la
figura 2. La energia del estado electronico fundamental es:

E, = 2e,(d5) + de.(e”) = 6o + 2/2 + /5)B
La energia de deslocalizacion sera:

Ep = E, — 3E, (etileno) = 6a — 2(/2 + /3)F — 322 + 2f) = 1,308
menor que para el benceno (2f), el trimetilenciclopropano es menos
aromatico que el benceno.

En la figura 1 se advierte que los enlaces 1-2, 3-4 y 5-6 no son
simétricamente equivalentes a los 1-3, 1-5 y 3-5, Una mejor aproximacion
consistiria en introducir un nuevo parametro /' de manera que:

Bi2= ﬁ34 = ﬁ56 = f
ﬁ13 = ﬁss = [315 = ﬁ’
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con esta aproximacion los resultados que se obtendrian serian:

Energia
. ]
—1-/5

2

o+

8+ m— ()

e —— (]

a+(1—/28 -
[+4

—1+./5
a+ +\/5ﬁ + % e (e")
2
+ R

Figura 2—Diagrama de energia de los orbitales de Hiickel para ef trimetilenciclopropano. Se indica la
ocupacion electronica de los orbitales de meror energia.

at+ (14 /28 -

eilay) =o+ f + (B> + fH2
e {e”) = o — 1728 + 1/2(4B% + )12

Una forma de operar frecuente consiste en tomar o como origen de
energias v f§ la unidad de energia (¢ = 0, § = 1), con lo cual las expresio-
nes [15.14} y [15.15] toman los valores:

efdy) = 1+ /2
e.(€) = (~1+ /972
E, = Z(ﬁ + \ﬁ)

Introduciendo estos valores de las energias orbitales en el sistema [15.6],
se obtendrian, a su vez, ires sistemas homogéneos cuya resolucion
proporciona los coeficientes ¢;; que definen los OM.
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Bloque AY:

(2 —g) +cy =

Cl ——(22£=

y normalizando los dos OM A%

l)D(A’z'l — 1 -
- [2(2 + /2)1'
Y = 1
+ [2(2 — /217
Bloques E™:

Cla(_] - 8) + Chp = 0

Cra— 2348 =0

tomando c;, =1 ; ¢o

0
0} tomando ¢; =1 ;

—1 - \/5 (&_)

—1 + \/_é (ey)

|

[S, — (1 +/2)8,]

[S, — (1 = /2)8,]

} y un sistema idéntico para c;, ¥ Cap

{(1 -2 )
(1452 (e1)

(2 NP 1o
]abm = Sia+ Saa
5— \/g 2
g = (2 Pl +1+\/§S
+ 5 4 \/g la ) 2a
- 2\ L -5
AR Sy t+ Sap
5— \/g 2
o {2 NP 143
'h_ = Syp + Sap
5+ \ﬁ 2
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teniendo en cuenta la composicion de los orbitales de simetria se llega-
rian a las siguientes expresiones de los OM en funcion de los OA:

N P — 2+\/ﬁ]”2 (L4203 + b3 —(1+1/ 205+ D5 —(1+~/2)pe]
. 1 5
lll(fZ)“m 1 \/- d)z"l'"(bs I_\/2)¢4+q55_(1 _\/E)qbﬁ:l
I ) 1 . 1—./5 1—
w(f)=m|:2¢1+(1“\/§)¢z“¢s— 2\[%—%{?5— 2\/5955:[

| -5 1-5
Llf’(_ )—(5_\6)”2[%4“ 5 e s — 3 fﬁs}

,

EY_ 71;“£ _1+\/§ :l
v f]m[zqmmf)qbz ¢ —ths— " s

1 1
!ﬁ‘f"’:(s_Fﬁ)m |:€b3+ +2\/§¢4-—¢5_—1+2\ﬁ¢6:|

Recordemos los pasos que nos han conducido a estos resultados. En
primer lugar, las aproximaciones sobre las que se basan, desde la de Born-
-Oppenheimer v las que conlieva el método OM-CLOA, a las de Hartree-
Fock, aproximacion z-electrénica y de Hiickel. Todo ello da lugar a que
estos resultados sean frecuentemente considerados solo de forma cualitati-
va v se recurra a procedimientos quimico-cuanticos mas elaborados para
reproducir con mayor precision los resultados experimentales. Las etapas
al aplicar el método de Hiickel han sido:

1. Eleccion de un conjunto de OA implicados en la formacion de los
OM y que sean base para una representacion reducible del grupo
de simetria de la molécula.

2. Reduccion de esta representacion. Se obtienen asi las propiedades o
caracteristicas de simetria de los OM y su posible degeneracion sin
necesidad de resolver la ecuacion de Schrodinger.

3. Construccion de los orbitales de simetria. Bien por consideraciones
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geométricas y de simetria, bien aplicando la técnica de tos operado-
res de proyeccion. Para Rl n-dimensionales (n > 1) se eligen con-
juntos de CLAS ortonormales.

4. Construccion del determinante secular. Agrupando CLAS de la
misma especie v evaluando las integrales [15.11] respecto de estas
CLAS el determinante se factoriza en bloques de cada especie.

5. Resolucion de los determinantes de cada uno de estos bloques y
obtencion de las energias orbitales.

6. Introduciendo estas energias en el sistema homogéneo [15.6], un
sistema para cada bloque, se calculan los coeficientes de la combi-
nacion lineal de CLAS que definen cada OM de la misma especie.

Los coeficientes de la suma directa de RI, es decir, el niimero de veces
que aparece cada RI en la representacion reducible son precisamente las
dimensiones de los bloques en que se [actoriza el determinante secular.
Aqui se advierte la conveniencia de usar conjuntos de CLAS ortonor-
males. Asi si al reducir una representacion del grupo C,, se obtiene
3E® 24, @ Ay, el determinante secular se factorizarda en dos bloques
3 x 3, uno 2 x 2 y otro 1 x 1, pertenecientes a las RI E, 4, v 4,,
respectivamente.

En muchos textos puede seguir el desarrollo de este procedimiento para
otros sistemas m-electronicos, como el benceno (Refs. 7-12), trivinilmeti-
lo, naftaleno, tetrametilenciclobutano, biciclooctatrieno, radicales alilo
y ciclopropenilo (Refs. 8-10), cis y trans-1,2-butadieno, ciclobutadieno,
radical ciclopentadienilo {Refs. 9, 10), biciclohexatrieno (Ref. 9) y estireno
(Ref. 10). Ademas de polienos conjugados también pueden abordarse,
introduciendo nuevos parametros para las integrales, sistemas n-clectroni-
cos con heteroatomos, como la piridina (Ref. 9), furano, NO,... (Ref. 10).
Asimismo, pueden desarrollarse procedimientos analogos para el trata-
miento de sistemas de OM o (Ref. 9) haciendo las aproximaciones oportu-
nas en el valor de las integrales que aparecen en el determinante secular.

Finalmente, conviene indicar que aunque en algun caso una CLAS
puede estar formada por un solo OA, un OM por una sola CLAS y una
funcion de onda electronica de la molécula por un solo OM (por ejemplo,
en el ion-molécula de hidrogeno, Hy), en general son conceptos diferentes
que no deben confundirse.
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2. ORBITALES HIBRIDOS

Los orbitales usados en la construccion de los OM deben tener ciertas
propiedades de simetria. Por ejemplo, en la formacion de enlaces ¢ los
orbitales que intervienen deben ser simétricos en torno al eje del enlace. En
la molécula de metano, CH,, con cuatro enlaces C—H equivalentes
dirigidos hacia los vértices de un tetraedro, cada OM localizado esta
formado por un orbital del &tomo de carbono y un orbital del atomo de
hidrogeno correspondiente. La contribucion de cada atomo de hidrégeno,
el orbital 1s, es simétrica respecto al eje del enlace correspondiente, sin
embargo entre los OA del atomo de carbono 1s, 2s, 2p,, 2p,, 2p,, no hay
cuatro que sean equivalentes y simétricos respecto a los cjes de los enlaces.
Es necesario construir combinaciones lineales de estos OA para obtener
cuatro orbitales que reinan estas caracteristicas. Este procedimiento se
denomina hibridacién y las combinaciones lineales resultantes son los
orbitales hibridos, introducidos en 1931 por L. Pauling (Ref. 13).

La teoria de grupos facilita la resolucion de dos problemas de la
hibridacion: la determinacion de los OA que pueden combinarse para
formar los orbitales hibridos de la simetria adecuada y la evaluacion real
de las combinaciones lineales de estos orbitales, es decir, el calculo de los
coeficientes de la combinacion. Vamos a tratar cada uno de estos proble-
mas separadamente. '

En primer lugar, examinemos la simetria de los OA. Las funciones de
onda hidrogenoides, que habrd utilizado en cursos anteriores, tienen la
forma:

qbn, I, m(i‘, o, QD) = Rn, i(r) YI. m(09 CP)

donde la funcién radial R, (r), depende, para un valor dado de los nimeros
cuanticos n, [, solamente de la coordenada r, la distancia al niicleo, es decir,
tiene simetria esférica y es invariante frente a cualquier operacion de
simetria respecto de un elemento que pase por su nucleo. Luego las
propiedades de simetria de ¢, ; ,, dependen de su parte angular, ¥ (0, @),
los conocidos armoénicos esfericos que estan tabulados en muchos textos
(por ejemplo, referencia 7, apartado 8.2 y apéndice V). Teniendo en cuenta
que las coordenadas cartesianas y esféricas de un punto estan relacionadas:

x=vrsenfcos¢ , y=vrsenflsengp ; z =rcosd
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podemos expresar los armonicos en funcidn de r, x, y y z. Asi, por ¢jemplo,
para sen” f sen 2¢:

sen® € sen 2¢p = 2 sen® O sen ¢ cos ¢ = 2(sen O cos ¢)(sen § sen ¢) =

= 2(5)(3) = % xy = flrixy
F ¥ r

Por ello, cualquier orbital con esta dependencia angular se indica con el
subindice xy (por ejemplo, d,,). Este es el origen de los subindices en las
denominaciones de los OA p, d, f, ... (los orbitales s no tienen dependencia
angular y por tanto se omite el subindice).

Si consideramos moléculas con un Gnico atomo central A rodeado por
un conjunto de dtomos a los que estd unido, la distribucion de los dtomos
en torno a A determina el grupo puntual de la molécula. Por A pasan
todos sus elementos de simetria, por tanto los OA de A4 pueden clasificarse
segun sus propiedades de simetria respecto de las operaciones generadas
por dichos elementos. Pero estas propiedades son las mismas que las de las
funciones que figuran como subindices en la notacion de los OA. Por ello,
cualquicra que sea el grupo puntual al que pertenezca la molécula un QA
p. del atomo central se transforma frente a las operaciones de simetria del
grupo de la misma forma que la coordenada z, un orbital dy2_ 2 como la
funcion cuadratica x* — y* y un orbital Jiyz como la funcion chbica xyz.
Como los orbitales s son invariantes frente & todas las operaciones de
simetria del grupo son base para la RI totalmente simétrica. Los demds
tipos de OA también son base para RI del grupo, segiin puede deducirse
facilmente consultando las zonas 5, 6 y 7 de su tabla de caracteres.
Podemos asi clasificar en especies de simetria los OA del Atomo A.

Los OA del atomo de fésforo en la molécula bipiramidai trigonal de
PFs (grupo Dj,, Fig. 3), pertenecen a las especies:

Ays, dpe
E" (pxa py), (dxz—y% dxy)
Ay p,
E”: (dxz! dyz)
Veamos ahora cuales de estos orbitales pueden combinarse para formar los

cinco orbitales hibridos necesarios para la formacion de los cinco OM o
del PF; Al imponer al conjunto de estos cinco orbitales hibridos las
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condiciones de simetria axial en torno a cada enlace y de equivalencia
respecto de las operaciones de simetria del grupo D,, se esta exigiendo que
sea base para una representacion reducible del grupo. Representando cada
orbital hibrido como un vector, segin se muestra en la figura 3, pode-
mos determinar facilmente los caracteres de la representacion construida
sobre la base de los orbitales hibridos:

Figura 3--Estructura bipiramidal trigonal de la molécula de PF 5 mostrando la orentacién espacial de los
cinco orbitales hibridos del dromo central.

Da,,l I 2C; 3C, o, 28; 30,

r, |s 2 1 3 o 3

Solo es necesario fijarse en el nimero de vectores (orbitales hibridos) que
resultan inalterados por la accion de las operaciones de simetria.

[, =24,0 A @ E

Luego en la formacion de los orbitales hibridos deben participar dos OA
', uno A3 y dos E'. Por tanto, son posibles las siguientes combinaciones
de OA:

1) ns, (n+ s, p, px ¥ Py 4) nda, (n+ Ddga, pry dyy ¥ iz e
2) ns,(n+1)s pndyyde o 5) s dap,pey Py
3) nda, (14 Dz, Do e Y By 6) 8, sy P dyy Y iz o
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En moléculas de simetria D, haciendo consideraciones energéticas
resultan poco probables las cuatro primeras combinaciones. En el PF; la
combinacion (5) es la més probable y los hibridos se denominan dsp”. En
el MoCl gaseoso parece que se usa una combinacion de (5) v (6) va que
las energias de los OA 4d v 5p del molibdeno son muy proximas. Los
hibridos formados por la combinacidén (6) se denominan d°sp. La forma
general de las combinaciones adecuadas para el molibdeno en el MoCl;
es:

Pmo = aldsp®) + bd®sp)  con  a~b

En la hibridaciéon para la formacion de OM = hay que tener en cuenta
que los enlaces 7 tienen un plano nodal que contiene al eje del enlace.
Los OA que intervienen en este tipo de hibridos deben tener también
planos nodales que coincidan con el del enlace, se dice que deben tener
«caracter m». Veamos, por ejemplo, una molécula plano-simetrica AB,,
como el BF; o NOj, perteneciente al grupo Dj,. Suponemos que cada
atomo B dispone de dos OA x ortogonales entre si, es decir, sus planos
nodales son perpendiculares, como sucede con los OA 2p, y 2p,. Para
representar a estos OA « asignamos a cada atomo B un par de vectores
perpendiculares entre si (Fig. 4). Cada vector orientado hacia el lobulo
positivo det orbital, y en cada pareja, un vector es perpendicular al plano
molecular, v el otro esta en dicho plano y es perpendicular ai eje del
enlace. Los seis orbitales hibridos necesarios para el atomo A deben tener
la misma orientacion que los seis vectores de B, luego para construir la
representacion reducible, como en el ejemplo anterior, podemos trabajar
con estos seis vectores y las propiedades de simetria se podran determinar
con mayor claridad que si los situasemos sobre el atomo A. Hay que
tener en cuenta, a este respecto, que si una operacion de simetria invierte
el sentido de un vector, su contribucion al caracter serA — 1. Por otro
lado, ninguna operaciéon de simetria transformara vectores del plano en
vectores fuera de él y viceversa; en consecuencia la base estara formada

Figura 4—COrientacicn relutiva de los OA de B adecuados para la formacién de enlaces n en una mo-
lécula AB; de simetria Dy,
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por dos grupos de tres vectores equivalentes, los perpendiculares (L) y los
paralelos {|) al plano molecular, de manera que cada grupo forma, a su
vez base para una representacion reducible del grupo D,,. Cada matriz
de la representacion sobre la base de los seis orbitales resultara factoriza-
da en dos bloques, cada uno de ellos correspondiente a un tipo de
vectores de la base, lo que s¢ expresa asi:

I, =T(L @D

Los caracteres de estas representaciones son:

Dy | 1 2C33C, o 25 Jo,

I, 6 0 -2 0 0 0

r{(L){ 3 0 =1 -3 0 1
300

y reduciéndolas:

Fdl)y=A5@E" ; T)=A8E ; IN=A,DADE DE"

Para que el atomo A forme tres enlaces m perpendiculares al plano
molecular con los adtomos B, se deben utilizar tres orbitales hibridos
construidos a partir de un OA de la especie 45 y un par de OA de la
especie E”. Segun la tabla de caracteres del grupo D, los orbitales que
tienen esta simetria son:

A i
pZ dxz: d

yz

Por tanto, los unicos orbitales que pueden participar en la formacion de
los tres orbitales hibridos son p,, d,, v d,,. es decir, se trata de tres
hibridos pd* que formaran los OM = perpendiculares al plano. Los
hibridos paralelos al plano deben construirse a partir de un QA A’ v dos
OA E', pero al consultar la tabla de caracleres vemos que no existe
ningun OA s, p 6 d que pertenezca a la especie 4, aunque existen dos
opciones para los E'. Es decir, no podemos formar un conjunto de tres
enlaces A—B n(}) en el plano molecular que sean equivalentes, Esto no
significa que no se puedan formar enlaces n(|), ni tampoco que sélo
puedan formarse dos de estos enlaces. Sino que s6lo puede haber dos
enlaces n(||) distribuidos o compartidos por igual entre las tres parejas
A—-B. Esta situacion suele darse con cierta frecuencia. Por ejemplo, en
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‘una molécula octaédrica del tipo ABg, la representacion construida sobre
la base de los doce orbitales hibridos (considerar los vectores n y ' de la
figura 6) I', tiene los caracteres:

0”| I 8C, 6C, 6C, 3C,(=C% i 85, 3¢, 65, 60,

r,j12 o o 0o  —4 o 0 0 0 0

y puede reducirse a:
rn = Tlg @ TZg @ Tlu @ Téu
Consultando la tabla de caracteres del grupo O,, podemos ver qué OA de

A forman base para estas RI (tres OA para cada especie):

Tzlg TZg Tlu Tlu
ninguno d.,, d,,, d,. ps, p,, P, Ninguno

Si suponemos que en la formacion de los seis enlaces ¢ se han invertido
los OA p del dtomo A, solo disponemos de los tres OA T,, d,, d,, y d,,
para formar enlaces 7. Concluimos, entonces, que pueden existir tres
enlaces 7 distribuidos o compartidos por igual entre las seis parejas A-B.

Abordemos ahora el problema de determinar la forma matematica
explicita de los orbitales hibridos. Para ilustrar el procedimiento emplea-
do trataremos ¢l caso de una molécula plana AB, de simetria D5, (Fig. 5).

Dy, | I 20, 3C, o, 28, 30,

r, | 3 o 1 3 o0 1

[,=A,®F

Los tres orbitales hibridos de A ¢, ¢, ¥ &5 que intervienen en los
tres enlaces ¢ con los atomos B estan formados por un OA A} y un par
de OA E'. 5i consideramos el plano molecular como el xy, ¢, ¢, ¥ 5
pueden formarse a partir de los orbitales s, p, y p, del &tomo A. Lo que
queremos determinar, son precisamente los coeficientes ¢;; de las expre-
siones

By = c11S + C1aPx + C1aly
P2 = €318 + €22Px + Caaly [15.16]
B3 = €318 + C32P + C33P, ’
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&y

B

Figura 3.—-Qrientacion relativa de los orbitales hibridos de A para la formacicn de enlaces o en una
moléeula ABy del grupo Dy,

que en forma matricial podrian formularse asi:

o €11 €12 Cy3 §
o = €31 C2z Cg3 Px
R €31 C32 Ca3 by
N y ,
C
8 dyy dyy; dis &y
Px = dyy  dyy  dyy ®s
Py dyy dy, diy ¢
L r
A B
D=C 1=

Para determinar los coeficientes ¢,

es decir, la matriz C, se evalla

primero la matriz D y después su inversa, D™! = C, que en este caso es
muy facil, pues se trata de matrices ortogonales y su inversa coincide con
su traspuesta D' = D. La matriz D representa la transformacion de un
conjunto de tres funciones de base equivalentes en un conjunto de
combinaciones lineales que son base para las RI del grupo de simetria de
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la molécula, es decir, en un conjunto de CLAS en las que interviencn
orbitales hibridos en lugar de orbitales atomicos. Luego, aplicando los
operadores de proyeccion a los orbitales hibridos podemos determinar
los coeficientes d;; que definen estas combinaciones:

+ S% + &va -+ cj\—uh + 6-vc

g
b
[

N

+
Q)
5?3
Q>
(‘)
v O>
Ly

P =ty +dat i Hhst bbb Hdytdyt P+, =
=4, + P+ 3) _
PP =201~ by~ s+ 20—y 5 =202~ P, — by)
PNy =2y —py— 1+ 20— ps— by =
=2A2¢2— ¢ —¢3) P{E’)¢2_P(E’}¢3 ~¢r— s
P(E’)ﬁba =22¢3—¢,— )

Restando las dos Gltimas combinaciones se obtiene otra que es ortogonal
a P% . Es el mismo procedimiento que empleamos en el apartado
anterior para obtener la CLAS S del trimetilenciclopropano. Normali-
- zando se obtiene el conjunto:

1

(DI(A ) “‘“'“g ﬁbl + ﬁbz + (/’3)
1

®,(E) = ﬁ 2¢y — by — ¢3)
1

(I)a.(E’) = ﬁ((ﬁz - ¢’3)

. La matriz de los coeficientes d,; es:

o)

1 1 1
NCEENCENE
2 —1 —1
p=1 6 s
1
7

Sl S
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y su inversa {igual a su matriz traspuesta) sera:

)

Introduciendo estos coeficientes ¢;; en las expresiones [15.16] de los
orbitales hibridos obtenemos:

1
by = %(ﬁs +2p,)
¢; = \% V25 = pe + /30, [15.17]

by = ﬁ(ﬁs b= /3p)

Un método alternativo, aunque normalmente algo mas laborioso, para
determinar los coeficientes ¢;;, consiste en hacer uso de las relaciones de
equivalencia entre los orbitales hibridos, ademas de las de ortogenalidad
y normalizacion. Asi, por ejemplo:

Cs¢’1 = ¢y 3 Cm‘ﬁ’z = ¢3
Cs‘iba =¢; ; CZb(pl =
63(152 =d¢y Czc¢1 = ¢,
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Empleando relaciones como éstas en las que intervienen los operadores
de simetria del grupo D,, y sustituyendo en ellas ¢, ¢, ¥y ¢4 por las
expresiones [15.16], se van estableciendo relaciones entre los coeficientes
¢;; que conducen finalmente a valores como los obtenidos en [15.17].

Conviene recordar finalmente que la hibridacion no corresponde a un
fenémeno fisico real. Se trata de una aproximacidn construida para
describir el enlace quimico cuando el modelo simple de QA no conduce a
buenos resultados.

En el texto de la referencia 14 se incluye una relacion extensa de
posibles orbitales hibridos para diferentes tipos de ordenaciones espacia-
les.

3. ORBITALES MOLECULARES PARA MOLECULAS AB,

En el apartado anterior hemos visto la construccion de orbitales
hibridos para la formacion de OM o en moléculas AB; de simetria D5,
asi como para la formacién de OM ¢ y 7 en moléculas AB; de la misma
simetria. Muchos compuestos y complejos de metales de transicion tienen
estructuras AB, de elevada simetria: octaédrica, tetraédrica, etc. El niime-
ro de electrones de estas moléculas es mayor que en las que hemos
tratado anteriormente, ademas de los QA s vy p en los metales de
transicién debemos considerar los orbitales d y, a veces, los f. Con el
nomero y complejidad de los OA aumentan las dificultades para resolver
incluso de forma aproximada la ecuacién de Schrédinger de estos siste-
mas.

Dos teorias basicas se han usado para interpretar el enlace metal-
-ligando en este tipo de compuestos, la de OM y la del campo cristalino.
La aproximacion de OM hace una descripeion del enlace en términos de
solapamiento variable de orbitales, mientras que la del campo cristalino
da cuenta del enlace en los casos de solapamiento muy pequefio o cero.

Dada la elevada simetria de estas moléculas, puede obtenerse una
gran cantidad de informacidn sobre su estructura electronica haciendo un
analisis cualitativo de los OM mediante técnicas de teoria de grupos.
Vamos a estudiar asi los enlaces ¢ y = en moléculas octaédricas AB; vy
tetraédricas AB,, donde A4 representa al metal de transicion y B a los
ligandos. '
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Seleccionemos, primero, los OA que van a intervenir en los OM de un
compuesto octaédrico AB,. Es decir, construyamos una base adecuada de
una representacion del grupo 0, y reduzcamosla posteriormente. En su
estado fundamental el metal de transicion tendrd capas internas comple-
tamente lienas de electrones con una configuracion electronica de gas
noble. Por motivos encrgéticos suponemos que estos OA no participan
en los enlaces. Ademas, el Atomo metalico tendrd varios electrones de
valencia en OA nd v {(n + 1)s. La energia de los orbitales (n + 1)p en este
tipo de Atomos es muy proxima a la de los anteriores, y SUPONEINOS que
también pueden intervenir en los enlaces. En definitiva, consideramos que
el atomo central A puede contribuir a la formacion de los OM con los
nueve orbitales siguientes: cinco OA d, un OA sy tres OAp. La seleccidon
de los OA del atomo A es mas facil si conocemos qué orbitales participan
en los OM localizados enlazantes, segiin vimos en el apartado anterior
mediante el tratamiento de orbitales hibridos.

Asimismo, suponemos que, en general, cada ligando B contribuye con
un orbital s y tres p. Para distinguir estos orbitales de los del &tomo
central se afadira un subindice que indica el ligando al que pertenecen.
Los tres orbitales p de cada atomo B se designan mediante los simbolos g,
ny =, a los que se asocia un conjunto de tres vectores perpendiculares
entre si, como puede verse en la figura 6. Los orbitales p tipo & se eligen
de mancra que sus lobulos positivos estén dirigidos hacia el atomo A.

Figura 6.- -Orientacion relativa de los orbitales p de los ligandos en un compuesto octaédrico ABy
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Tenemos, pues, una base constituida en total por treinta y tres OA
(9 +1-6+3-6=33). La aplicaciéon directa de la teoria de OM, sin tener
en cuenta la simetria de esta molécula, conduciria a una ecuacion secular
[157]coni=1,2,3,..,33 yj=1,2,3,.., 33, es decir, a un determinante
secular [15.8] de dimensiones 33 x 33. Si se introduce la simetria me-
diante las técnicas de teoria de grupos puede evitarse la ardua tarea de
resolver una ecuacion secular semejante. Para ello, debemos construir
combinaciones lineales de estos treinta y tres OA de manera que sean
base para RI del grupo O, Estas CLAS, que factorizan el determinante
secular, se construyen reduciendo, en primer lugar, la representacion
reducible formada sobre la base de los treinta y tres OA.

Ningtn operador de simetria del grupo O, transforma orbitales de A
en orbitales de los ligandos y viceversa, es decir, la base esta formada por
dos conjuntos de OA no equivalentes entre si. Por tanto, la representa-
cidn total, I'g s, puede reducirse a dos representaciones, una sobre la base
de los nueve OA de 4, T',, y otra sobre la base de los 24 OA de los
ligandos, T'y:

FOAEFA@FB

Para reducir I' ; basta consultar las zonas 5 y 6 de la tabla de caracteres
del grupo Oy

A,Ig: S Egl dzz, dxzmyz
Tlu: pxn pys pz TZg: dxy: d.xz) dyz

luego:

FA:AIQ@TIL;@EQ@TZQ

Si observamos el comportamiento de la base de I', frente a los
operadores de O,, se advertira la existencia de tres conjuntos de OA no
equivalentes. Ninguno de estos operadores transforma un orbital s de un
ligando en un orbital p, 0 combinacion lineal de orbitales p, luego los seis
OA s de los ligandos forman base para una representacion de 0,, I',. Por
otro lado, segin la eleccion de los orbitales p o vectores de la figura 6
ningan QA p tipo ¢ puede transformarse en OA p tipo 7, 0 combinacion
lineal de estos orbitales. Luego:

[p=T;@l, @T,
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Los caracteres de cada una de estas representaciones pueden deducirse
aplicando los operadores de simetria de O, a los vectores de la figura 6

0, I 8Cy; 6C, 6C, 3Cy(=C3

—

6S, 8S; 30, 6o,

T, 6.0 0 2 2 o 0 0o 4 2
T, 6 0 0 2 2 o 0 0 4 2
r 2 0 0 0 —4 o 0 0 0 0

E]

Como los caracteres de T, y [, son iguales la reduccion serd igual para
ambas representaciones. Aplicando [13.17] se obtiene:

Fs=Alg®Eg@ﬂu ; razAlg@Eg@)TIu
rn=Tlg®T29®Tlu®T2u

Para determinar ahora las correspondientes CLAS podemos aplicar
la técnica de los operadores de proyeccion. Pero en este caso, debido al
gran numero de operadores de simetria del grupo O, (no es posible
simplificarlos introduciendo el grupo generatriz de las rotaciones} y a la
presencia de RI bi y tridimensionales, este tratamiento resulta bastante
laborioso. En su lugar, vamos a determinar las CL.AS haciendo uso de
ciertas consideraciones de simetria que simplifican el problema.

En la representacion [', necesitamos una CLAS que pertenezca a la
especie totalmente simétrica 4,, Como los operadores de simetria, R, de
0, transforman los orbitales s,, s,, .., S¢ entre si, si los aplicamos a la
suma §; + S, + .. -+ S se obtendra la misma suma pero cambiando el
" orden de los sumandos. En definitiva:

ﬁ(sl+32+33+54+55+Sﬁ)=sl+32+33+54+55+36

es decir:
HR) =1

y la funcion suma normalizada:

1
SgAlg) == —6(S1 + 52 '+‘ 53 + S4 + S5 + SG)

sera base para la RI totalmente simétrica A,
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Para construir las CLAS de las especies T, y E, haremos las siguien-
tes consideraciones. Los OM que obtengamos al final del tratamiento
deben ser base para RI de 0,. Cada OM se forma, segin hemos visto
anteriormente, por combinacion lineal de CLAS de la misma RI que
corresponde al OM. En los OM de la moiécula AB, intervienen OA de
los ligandos y del atomo central, luego las CLAS T,, deben formarse por
OA s de los ligandos que solapen con los p,, p, y p, de A, que como ya
hemos visto pertenecen a la RI T,,. Asi, por ejemplo, solamente los
orbitales s, v s, (Figs. 6 y 7} van a contribuir a la CLAS T,, de I', que se
combine con el QA p, de 4. Y ademas s, debe figurar en la CLAS con
signo negativo para que el solapamiento sea el adecuado (Fig 7).

)

Y
=

Figura 7

Luego:

1
SgHY = —~fs1 — 53) ——p,

5y

y andlogamente para los OA p, v p, de A.

SU39 =—(ss—s) —p,

STy = (55 — S¢) —— D,

Si= o Sl-
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Para las CLLAS E,, los orbitales s deben solapar con los OA d.._ 2y d,»
de A (Figs. 8 y 9), y por consiguiente:

i |

Figura 8

=Y

Figura 9

‘ 1
SEP = 5(51 + 55 — 55 — 54)
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Con relacion al OA d,. conviene recordar que la probabilidad segin el
eje z es doble que en el plano xy:

1
SEy) = ﬁ(zss + 256 — 8y — S5 — 8§53 — S4)

Las CLAS correspondientes a I', (OA o4, 0,, ... 04) son analogas
logicamente a las obtenidas para I',, y podemos expresarlas reemplazan-
do los orbitales s; por los o,

Veamos ahora las CLAS de I',. Para la RI T,, debemos determinar
los orbitales = y n' que corresponden a los OA p,, p, vy p, de A. Asi
obtenemos para p, que los orbitales 75, 7, 75 y %, estan dirigidos en el
sentido positivo del eje x; =}, 75, 75 ¥ 7 en el sentido positivo de y; y 74,
T, 73 ¥ 7, en el sentido positivo del eje z. Por tanto, las CLAS T, som:

\ 1

ST = (T + 7+ g 47—,
T I ’ ’ ' ]

S.Ec{lzu) = E(nl + TCZ + 755 ‘+‘ TEG) ————)py
- 1

S;{éu) = E(nl + Ty + Ty -+ TE4_) E— pz

Para las CLAS T,, debemos considerar los OA d,,, d,, v d,, de A:

.
ST = 2 — s+ s — ) —
R
ST = 3y =y o 1) ds

Las CLAS T, y T,, no tienen OA decl atomo central con los que
relacionarse, es decir, no pueden combinarse con OA de dicho aitomo v,
en consecuencia, no van a formar parte del enface. No obstante, pueden
construirse estas CLAS teniendo en cuenta que, segun la tabla de caracte-
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res, las rotaciones en torno a los ejes cartesianos R,, R, y R, son base
para la RI T},

S;Tlg) _— _(ﬂ:a e 7'[4 — TES + Tciﬁ) 2 RJC
1
ngT[g) — E(nl Ty — Ty + 756) 3 R}’

1 ‘
SEP =50 —m -+ w) R,
Las CLAS T,, deben ser ortogonales a las anteriores, por tanto:
Lo ]
51 =5(”3+R4‘n5“ﬂ6)
SEY = Sy + 7 — 7 —
Ty _ 1
A =§(7r1+n2—~7r3—ﬂ:4)

Reemplazando la base inicial de los treinta y tres OA por los nueve
OA de A y las veinticuatro CLAS de orbitales de los ligandos, el
determinante secular de dimensiones 33 x 33 se factorizara en los si-
guientes bloques:

1. Un bloque 3 x 3 de la especie A, que dara lugar a tres niveles de
energia no degenerados, a,,, correspondientes a OM que se forma-
ran a partir del orbital s del Atomo central, una CLAS de orbita-
les de s de los ligandos, ${1'¢), y una CLAS de orbitales po de los
ligandos Sy,

2. Tres bloques equivalentes de dimensiones 4 x 4 para la especie
T,.,- Un bloque dara lugar a cuatro niveles de energia asociados a
OM formados por un orbital p, de A, una CLAS de orbitales s de
los ligandos, $1, una CLAS de orbitales po, ST, y una CLAS
de orbitales pr, STiw. Los otros dos bloques se formaran de
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" manera aniloga produciendo los mismos niveles de energia e
iguales coeficientes para las CLAS:

Tiu Tiu T
py! Sg,?{ )’ SEI,12 )9 S1(':,12u)

Tiu) Tiu Tiu
P ST, STy, S

Tendremos en total cuatro niveles de energia triplemente degenera-
dos, ty,. Por ello solo es necesario resolver uno de los bloques.

Dos bloques equivalentes 3 x 3 de la especie E:

dy2, SEP, SE,
dxz_yz, S ﬂ) Eg)
que daran lugar a los mismos niveles de energia e idénticos
coeficientes de las CLAS en los OM finales. Sélo sera necesario

resolver uno de los bloques. Obtendremos tres niveles de energia
doblemente degenerados, e,

Tres bloques equivalentes 2 x 2 correspondientes a la especie T,

T
dxy’ Sgt,ig]
dxz! S(ng}
d,,, STy

22

Con idénticos niveles de energia y coeficientes. Es decir, obtendre-
mos dos niveles de energia triplementie degenerados, t,,.

Seis bloques 1 x 1, tres para la RI T, y otros tres para T,, que
daran lugar a un nivel triplemente degenerado ty, y otro de la
. misma degeneracion, t,,. L.os OM finales estaran formados Gnica-
mente por OA pr de los ligandos v seran iguales a las seis CLAS
que ya hemos obtenido ST19, S, i = 1, 2 y 3. Este es un caso
particular en el que las CLAS coinciden con los OM,

Un problema que implicaba la resolucion de un determinante secular
33 x 33 (como minimo la evaluacion de 1.089 integrales) se ha reducido a
resolver uno 4 x 4, dos 3 x 3 y uno 2 x 2 (38 integrales). Hemos deter-
minado las caracteristicas de simetria de las OM y en seis casos incluso
hemos podido deducir su expresion. Finalmente hemos determinado la
simetria de los niveles de energia y su degeneracion. Todo ello empleando
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argumentos de simetria. Las siguientes etapas serdn: el calculo o estima-
cién mediante un método semiempirico de las integrales H,; y S;; [15.9]
para cada elemento ij de los bloques citados, la resolucién de las ecuacio-
nes seculares correspondientes evaluando los niveles de energia y, a partir
de ellos, resolviendo los sistemas de ecuaciones homogéneos [15.6] los
coeficientes de los OA de 4 y de las CLAS que definen la forma explicita
de los OM finales. El diagrama de niveles de energia aproximado repre-
sentado en la figura 10 resume los resultados que se obtienen. QObvia-
mente los detalles del diagrama dependen de la energia relativa de los
distintos OA. El diagrama s6lo es cualitativo y el orden de los niveles de
energia representa la situacion tipica para un atomo central de la primera
serie de transicion en su estado normal de oxidacion (+2 6 +3) y para
atomos ligandos ligeros como los de flior, oxigeno y cloro.

* orbitales de A4 OM AB, orbitales de los ligandos B

{pﬁ: tlg: tlw I29> tlu

PO Q1€ Lry

LR Sy

Figura 10.---Diagrama de niveles de energia aproximado vy simplificado para una molécula o ion
octaédrico ABg,
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Como vemos en un complejo octaédrico los OM enlazantes son
principalmente orbitales de los ligandos que se ocuparan por doce
electrones «donados» o «cedidos» por los ligandos, los electrones del
atomo o ion central empezaran a contribuir principalmente a partir de
los orbitales t,,. La separacion entre t,, y e tiene una gran importancia
en la quimica de coordinacion. Para no complicar ¢l diagrama, en la
figura 10 no se han incluido los niveles t,, y 1,

Siguiendo las mismas etapas, podemos hacer un tratamiento OM-.
-CLOA de moléculas o iones complejos tetraédricos AB,, Los orbitales s,
p v d del atomo central 4 pueden clasificarse en especies de simetria del
grupo T, segim se indica en la tabla de caracteres:

Apys
E (dzz, dxz._yz) ]._\AZAl@E@T'z
TZ: (px: pys pz) ; (dxya dxz: dyz)

Suponemos que cada &tomo B participa con un orbital s, un orbital
po ¥ dos orbitales pr (m y «), segin se indica en la figura 11.

Figura 11 —Orientacion relativa de los orbitales p de los ligandos en un compuesto tetraédrico AB,. El
vector w de cada lgando estd situado en un plano que contiene al efe z.
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La base total I'p, estd formada por 25 OA (9 + 4.4 = 25), y como
en el caso anterior podemos comprobar que Ig, =T, @Iy =
=I,@I,eTl,®TI, Los 25 OA de la base se agrupan en cuatro
conjuntos de OA equivalentes, que a su vez son base para las represen-
taciones reducibles I',, Ty, I, ¥y I',. respectivamente. Uno de estos
conjuntos estd formado por los 9 OA del atomo central A, otro por los
4 OA (54, 8,5, 33, 54) de los ligandos, otro por los 4 OA po (g4, 03, 03,
7,), v el Gltimo por los 8 OA pn. ', ya se ha reducido a suma de RI,
hagamos lo mismo con I', I, y I'.:

T, I 8C, 3C, 6S, 6o,

rs 4 1 O O 2 _)rs:Al@Tz
T, 0 2 =T, =4,8T
r.| 8 -1t 0 0 0 -T,=E®@T,®T,

.
(e

La construccion de las CLAS se efectiia con los mismos criterios
que empleamos anteriormente. Una combinacion lineal perteneciente
a la RI totalmente simétrica A, es s, + s, + 53 + 54 vy para formar
enlaces ¢ los OA s de B deben solapar con los p,, p, ¥ p, de 4, que
pertenecen también a la RI 7,. Luego:

1
S = 5(31 + 52 + 53+ 5,)
(ST = —(s; — 55+ 53 — 84) —
.i 2 1 ) 3 4 Px
4 Sg?‘f):f(51+sz*53“34) — b
1

| szf) = ‘2"(51 — 83 = 853+ 84) — P,

Se obtienen CLAS andlogas S'0, S{'3), S{% usando los orbitales
0y, 05, 03V 64 en lugar de los sy, 5,, 53 ¥ 5,. Para los OA pnr, las dos
CLAS E se formarin a partir de orbitales de este tipo que puedan
solapar con los OA de la misma especie, E, del Atomo central, es decir,
los orbitales d,» y d,2_,2
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nga =y — 7y — Wy + W) —dy

b =

E) __ ’ il ! '
S, =@y — 7wy —wy + 7)) —dyaye

b —

Las CLAS T, no pueden combinarse con OA del dtomo central
porque no existen orbitales de 4 con esta simetria, por tanto estas -
combinaciones no van a participar en el enlace y podemos prescindir
de ellas. Las CLAS T, deben solapar con los 04 d,,, d,, v d,, de A:

S(T”:—l(n + 7y + 75 +1,) —d
w1 2 1 2 3 4 xy

!

1
Sy = Z("ﬁ — My + My — M) + 'T(nl — 7y + Wy — W)

1 3
S R R VL RN S

4

—

Ordenando los orbitales ¥y combinaciones obtenidas por especies
de simetria, se deduce que el determinante secular de dimensiones
25 x 25 se factorizard en bloques en los que intervendran las siguien-

tes funciones:

(E)
dzz, STI:, 1
L
dos s S,

. A A . .
A s, SA0, sS40 {

T T (T2)
Pxs Sg f)’ Sfr. %) dxy’ Sn,zl

. T T T
TZ.‘ py’ S.‘y,%)ﬂ SS;, 5) dxz: SS:, 22)

T T T
Pz va, §)= SS: g) d_vz: Sgr,%)

es decir:

1. Un bloque 3 x 3, A,, del que se obtendran tres niveles de
energia no degenerados a,.
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2. Dos bloques 2 x 2, E. Bastard con resolver uno de ellos.
Obtendremos asi dos niveles de energia doblemente degenera-
dos, e.

3. Seis bloques T,, tres de ellos 3 x 3 y otros tres 2 x 2. Solo
tendremos que resolver dos de ellos, obteniendo tres niveles de
energia triplemente degenerados, ty(o) y otros tres doblemente
degenerados t,(rm).

En la figura 12 se muestra un diagrama de niveles de encrgia
cualitativo para moléculas tetraédricas AB,. El orden de los niveles e y
t, resulta invertido respecto del caso octoédrico (Fig. 10). Pero, como
en dicho caso, los OM de menor energia (enlazantes) estan formados
por orbitales de los ligandos. Los pares de electrones «donados» por
los ligandos ocupan los OM enlazantes a, y t,, mientras que los
electrones del metal ocupan el nivel no enlazante e y el antienlazan-
te 3.

A orbitales de A4 OM AB, orbitales de los ligandos B

prog iy, by
po. ag, iy

Figura 12—Diagrama de niveles de energia aproximado y simplificado para una molécula o ion
tetraédrico AB,,
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4. COMPUESTOS DE METALES EN «SANDWICH»

Un tipo de compuestos organometalicos importante es el de los
compuestos de metales en «sandwich» descubiertos de forma acciden-
tal en 1951 (Ref. 15). Responden a la formula general (C,H,),M ¥y
constan de un atomo de un metal de transicién, M, situado entre dos
anillos carbociclicos paralelos, esta estructura fue confirmada por
difraccion de rayos X en 1956 (Ref. 16). Asi, por ejemplo, el ferroceno
consta de dos anillos pentagonales del radical ciclopentadienilo y un
atomo de hierro entre ellos, (Cs;H),Fe; el cromodibenceno,
(CgHg),Cr, posee dos anillos bencénicos que encierran un atome de
cromio.

Para ilustrar la aplicacién de la teoria de OM a estos compuestos
vamos a desarrollar el procedimiento para la molécula de ferroceno.
En fase solida, parece que adopta la conformacion eclipsada (grupo
Ds,), mientras que en fase liquida y gasecosa adopta la conformacion
alternada (D4} aqui vamos a efectuar solamente el tratamiento de la
molécula en su conformaciéon alternada (Fig. 13). En la base para
formar los OM consideramos que intervienen los QA pzn, ¢, v ¢}, de
los dos anillos y los orbitales de valencia del Atomo de hierro. Como
en casos anteriores, la equivalencia y no equivalencia de los orbita-
les de esta base determina que la representacion total, I, pueda redu-
cirse a:

Ir=T,® Tk

¥

Figura 13—Conformacicn alternada de la moléeula de fenoceno representada en dos orientaciones di-

ferentes,
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donde I', es la representacion construida sobre la base de los orbitales
pr de los anillos y I'g, sobre los orbitales del atomo de hierro.
Examinemos en primer lugar I',, los diez orbitales pn de su base se
han representado en la figura 13 mediante vectores orientados (como
los 16bulos positivos de los orbitales) hacia el atomo de hierro, usando
estos vectores es facil deducir que los caracteres de I',, son:

Pse | 1 26 201 5C, i 28, 25}, S,

rﬁ‘ 10 0 0 0 0 0 0 2

y en consecuencia:

-

rn = Alg @ A,, @B Elg @ Elu @ EZQ ® E2u

Debemos construir, por lo tanto, dos combinaciones lineales de si-
metria A una simétrica y otra antisimétrica respecto a la inversion, dos
de simefria E; una simétrica y otra antisimétrica respecto a i, y dos de
simetria E, también simétrica y antisimétrica respecto a 1. El hecho de
que aparezcan las RI por parejas de simetria opuesta respecto a iy que
intervengan los orbitales pn de dos anillos iguales sugiere que podria-
mos simplificar la tarea de encontrar las combinaciones lineales si
consideramos primero las combinaciones adecuadas para cada anillo
individual (trabajando con el equipo generatriz, mas simple, de las
rotaciones, Cs), y después se¢ combinan entre si de acuerdo con los
" requisitos de simetria o antisimetria respecto a i. Los cinco OA pr de
cada anillo son base para una representacion del grupo C; reducible a
@ E, @ E,. Aplicando el método de Hiickel al sistema pn del
radlcal ciclopentadienilo se obtiene que los OM = de cada anillo tienen
la forma (Tabla 7.1 de la Ref. 7)

sf/‘*“’~f¢1+¢z+cf)3+¢4+¢s)

' _

5 :
i) = \/5((,51 + o cO8 W+ 5 cos 2m + ¢, cos 2w + g cOS W)

2 .
Py = ﬁ((])z sen @ + ¢35 sen 2w — ¢, sen 2w — P sen w)
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2
i) = \g((j)l + ¢, cos 2 + by cos @ + ¢, cOs @ + hs cos 2w)

2
Wy = \/5:(¢2 sen 2w — Py senw + Pysenw — b5 sen 2w)

donde @ = 2n/5. Se ve inmediatamente que las combinaciones lineales
buscadas son:

S;Alg) = :/1_? [’,0(’“ + l/,r(A)] =

:ﬁ(mmm&g+¢4+¢5+¢’1+¢'2+¢'3+¢’4+¢'5)

S;:AZH) — \lf w(A) V‘”(A)] _
2

= \/I”T(ﬁih+¢2‘|"ibs+(154‘1‘d’s—(ba—ﬁf)’z—‘p’s—(f);—(f”s)

1
S(blg) e ﬁ [',l’(1E1) + wf(lEi)}
4
Sy — \]F Y + 0]
2

1
S = = [ = Y]

S(Elu} - 1 ["b(El ]VéEl)]
NG |
SScﬂzlq} \}5 [,p(Ez) + ]p’(Ez)]

1
SSEZZQ} = \75_ [w(zEz) + ]j]'(zEz)]
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S f [V = ]

S(Ezu} — mi__ [w(lEz) _ ,J]f(zEz)]

m, 2 \/2

En la base de 'y, intervienen los orbitales de valencia del atomo de

hierro, es decir, los cinco orbitales 34, los tres 4p y el 45 que pertenecen
a las siguientes RI del grupo D,

1 4s, 3d,.
Elg (3dxzi d )
E,y;: (3dy, 3d.a_e)
AZu: 4pz

Elu: (4px9 4py)

es decir:

1—‘Fe = 2‘A1g @ AZu (-D Elg (-B Elu @ E2g

Ahora debemos combinar estos orbitales con combinaciones S, de

la misma RI para obtener las CLAS correspondientes a cada especie
de simetria. Como partimos de una base total con 19 orbitales, ob-
tendriamos por este procedimiento otras tantas CLAS, lo que daria
lugar a un determinante secular 19 x 19, que se factorizaria asi:
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Un bloque 3 x 3 A4,, del que se obtendran tres niveles no degene-
rados a,,. Los tres OM a,, se formaran por combinacion lineal de
los orbitales 4s, 3d,. y St

Dos bloques equivalentes 2 x 2 E,;, que conduciran a dos niveles
doblemente degenerados e, En uno de ellos intervendran las
funciones 3d,, y S y en el otro las 3d,, y S, Bastard con
resolver solamente uno de ellos.

Dos bloques equivalentes 2 x 2 E,, uno mezcla los orbitales
3dea_y2 y ST y el otro los 3d,, y S¥%), solo serd necesario
resolver uno de ellos. Se obtendran también dos niveles doble-
mente degenerados e,




4, Un bloque 2 x 2 A,, Los dos OM mezclaran las funciones 4pz y

Stz obteniéndose dos niveles no degenerados a,,.

5. Dos bloques equivalentes 2 x 2 E,,, uno mezcla 4p, y S y el
otro 4p, y S¥4. Proporcionaran dos niveles doblemente degenera-

dos ey,

6. Dos bloques equivalentes 1 x 1 E,, que dan lugar a un nivel
doblemente degenerado e,,. Los OM de esta especie seran OM de
los anillos S+ y §¥2« en los que no intervendra ningln orbital

orbitales de 1os OM orbitales del Fe
anilles de 2y,
ciclopentadienilo !
| 2e,,

A
\
\ ,’ / \
\ / N\ g
v 3a,, \ {
R\/ \
.'f A ’f 2%
by e
lf i) f"/
oy 7
!
,! Al /
g \\ el
! / ley, ) / ”/
€1¢ €1u ! . . / If
1¢ i / f!/l
f / Iy .f"r
l’ 2{119 / 'I/ I//
/
/ Rl
! /,"1 l’a’
{ ley, ,’.I .'[
I'.f y /lf f!
/ ley, 'f,' /’
al_q’ Aoy ! ’f
' lay, If
,’
/
lay,

}p: B2y

L

2t dh @y € €2

Figural 4.—Diagramd de niveles de energia aproximado de los OM del ferrocenoenlaconformacion alterada.
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del atomo central, y por tanto, no participaran en los enlaces del
atomo de hierro con los anillos.

Haciendo ciertas aproximaciones pueden evaluarse las integrales K ;
y S;; [15.9] correspondientes a este sistema, y en consecuencia evaluar
los niveles de energia de los electrones de valencia del ferroceno. En la fi-
gura 14 se muestra un diagrama de niveles de energia construido sobre
los resultados de un célculo de este tipo. Segin este diagrama la confi-
guracion electronica para los 18 electrones enlazantes del ferroceno es
1a}, 1a3, let, let, 2ai, lej,.

5. SIMETRIA DEL CAMPO LIGANDO

;Como resultan afectados los estados electrénicos de un ion libre
cuando se-sitia en un entorno quimico de una simetria dada? Este
planteamiento de la estructura electronica de un complejo de un metal de
transicion fue contemplado en 1929 por Bethe (Ref. 17), quien demostr6
como pueden deducirse, usando técnicas de teoria de grupos los estados
que resultan del desdoblamiento de un término electrénico degenerado
por interaccidon con un entorno quimico simétrico. La magnitud del
desdoblamiento puede calcularse suponiendo que las interacciones entre
el ion central y los ligandos de su entorno son puramente de tipo
electrostatico. Este es el punto de partida de la teoria del campo cristali-
no. El modelo del complejo seglin esta teoria considera los ligandos como
cargas puntuales o dipolos puntuales (para ligandos neutros) que interac-
cionan electrostaticamente con el ion central. Diferentes ordenamientos
de los ligandos daran lugar a campos clectrostaticos de simetria diferente,
es decir, a campos cristalinos sobre el ion central diferentes que provoca-
ran distintos desdoblamientos de los términos espectrales correspondien-
tes al ion libre. La teoria del campo cristalino supone que los electrones
del ion central permanecen en los OA de dicho ion, que son al cien por
cien OA del ion central.

Sin embargo, este modelo electrostatico describe una situacion extre-
ma. En muy pocos casos pueden considerarse los ligandos como cargas o
dipolos puntuales y, en general, los electrones d del ion central s¢
distribuyen por toda la molécula, lo mismo que los electrones de los
ligandos, dando lugar a un cierto caracter covalente del enlace. Ya en
1932 Van Vleck (Ref. 18) indicé que la teoria de Bethe solo era valida si
se admitia que ademas de las fuerzas electrostiticas exitia entre ¢l metal y
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los ligandos una cierta covalencia. El tratamiento formulado por Bethe
basado en la simetria del complejo seguia siendo valida si modificibamos
en sus calculos la aproximacién electrostatica por una que admitiese la
existencia de un cierto caracter covalente del enlace entre el ion y los
ligandos. Esta adaptacion de la teoria del campo cristalino que tiene en
cuenta de forma semi-empirica el caracter parcialmente covalente del
enlace metal-ligando se llamo teoria del campo ligando. Actualmente se da
este nombre a un tratamiento de OM que considera solapamiento va-
riable de orbitales y puede incluir también la teoria del campo cristalino.
En cualquier caso, las propiedades de simetria del complejo se aplican
por igual a la teoria del campo cristaline y a la del campo ligando. En
las paginas que siguen hacemos una breve introduccion a estas aplica-
ciones.

5.1. Desdoblamiento de términos en un entorno quimico

Comenzaremos considerando un ion con una configuracion electroni-
ca interna de gas noble con capas cerradas o completas y un solo electron
externo en un orbital d. En el ion libre, simetria esférica, el electron puede
ocupar cualquiera de los cinco orbitales d que corresponden a un estado
degenerado del ion, los cinco orbitales d son equivalentes; observe en la
tabla de caracteres del grupo esférico R(3) que estos cinco orbitales son
base para la RI D del grupo. Sin embargo, cuando el ion se situa en un
entorno quimico, por ejemplo de simetria octaédrica, la presencia de los
ligandos disminuye la simetria del sistema, y por tanto disminuye la
degeneracion. Los cinco orbitales d ya no son equivalentes o degenera-
dos; no-todos los orbiiales 4 interaccionan por igual con el entorno y
decimos que el nivel de energia quintuplemente degenerado se desdobla.
Este desdoblamiento viene determinado por la diferente simetria de los
orbitales d respecto del entorno, en otras palabras, del diferente compor-
tamiento de estos orbitales frente a los operadores de simetria que
definen la simetria del entorno. Si consultamos la tabla de caracteres del
grupo O, advertiremos que los orbitales d pertenecen a dos especies de
simetria diferentes del grupo:

Eg: (dzzs dxzuyz) b T2g: (dxza dyz: dxy)

por tanto, podemos prever el desdoblamiento del nivel de energia quintu-
plemente degencrado de los OA d del ion libre en dos niveles ¢, v ¢,,
cuando se introduce el ion en un entorno de simetria octaédrica. A su vez,
uno de estos niveles es doblemente degenerado, e, y el otro triplemente
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degenerado, t,,. Podemos deducir ficilmente el desdoblamiento de estos
orbitales en entornos de distinta simetria consultando las tablas de
caracteres de los grupos puntuales correspondientes. En la figura 15 se

hace un diagrama de los desdoblamientos

de los orbitales d en entornos

diferentes, la ordenacién y energias relativas de los niveles son sdlo

aproximadas.
dyaoy
 e———— by,
dngy - -
donda_p
d’xz: yz! dxy
, p—— by,
__d_ e 12 ///
e————— 1
=t \ 7
N Y
kN e \
P - \\
\ oty S \\
- \
d,, dy,, dyy _ Ao Ay
Ao iy \T\ €y
\
ion campo de los ligandos s 1y
libre tetraédrico octaédrico tetragonal plano-cuadrado
(R(3)) (TY) (04 (Da4) (Dyy)

Figura 1 5.—Diagrama aproximade y cualitative del desdoblamiento de los orbitales d de un ion ceniral
en campos ligandos de diferente simetria.

En general, haciendo uso de las tablas de caracteres podemos deducir
los desdoblamientos de los niveles correspondientes a un electron en
distintos OA de valencia. En la tabla 1 se indican los desdoblamientos

para los grupos O, y T,

TABLA 1
NIVEL 0, T,
S alg aq
P tlu t2
d eg + tZg e+ tz
S Ay + 1y, + Eay a; + & + 1,
g thy, + e, + Ly, + Iy, a, +e+ty+ty
h e, + 2t + ta, e+t + 26,
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Los orbitales s siempre pertenecen a la especie totalmente simétrica
del grupo vy no se desdoblan. Los orbitales p son base para RI tridimen-
sionales de O, y T, Sin embargo, los demas orbitales, con nimero
cuantico ! > 1, deben desdoblarse en dos o més conjuntos en los grupos
0,y T, va que en ellos no existen RI con dimension mayor de tres. Estos
grupos no permiten que un estado tenga una degeneracion superior a
tres. Evidentemente, para deducir los desdoblamientos de los orbitales g y
h es preciso determinar primero la simetria de su parte angular, es decir,
de los armodnicos esféricos correspondientes, como hemos visto anterior-
mente.

Lo dicho hasta ahora es valido para un solo electréon en un orbital
s, p, d, etc. Si existe mas de un elctrén en un orbital d de la capa de va-
lencia, o en otro orbital cualquiera, seran posibles en general estados elec-
tréonicos con energias diferentes denominados términos electronicos (o
términos espectrales si se expresan en numero de ondas, cm™?, en lugar de
hacerlo en unidades de energia), caracterizados por el nimero cuanti-
co de momento angular total L (términos S, P, D, ..., para L =0, 1, 2, ..))
y su multiplicidad 2S + 1 que depende del namero cuintico de mo-
mento angular de spin total S. El calculo de L y S para los términos a
que da lugar una configuracion electronica dada se lleva a cabo aplican-
do la aproximacion del acoplamiento Russell-Saunders como se ha estu-
diado en cursos anteriores de Quimica Fisica. Para complejos de las dos
primeras series de metales de transicién puede aplicarse esta aproxima-
cion, pero para la tercera serie conviene emplear la aproximacion del
acoplamiento j — j. '

Los desdoblamientos deducidos anteriormente para un solo electron
en distintos tipos de orbitales son aplicables también a los términos
electronicos originados por grupos de electrones. Asi, por gjemplo, de la
misma forma que un electron d en el atomo libre tiene una funcidén de
onda perteneciente a un conjunto de cinco funciones degeneradas corres-

pondientes a los cinco valores que puede tomar el nimero cuantico m en ’

la parte angular de la funcion, un término D originado por varios
electrones tiene también una degeneracion de grado cinco, debida a los
cinco posibles valores que puede tomar el numero cuantico M = -2,
—1, 0, 1, 2, (L = 2). Ademas, el desdoblamiento de un término D es
exactamente del mismo tipo que el de los orbitales d monoelectronicos,
va que el factor angular de la funcion de onda para un término D tiene la
misma forma que el factor angular de la funcion de onda para un electron
d; en éste interviene el niimero cudntico m y en aquél el nimero cuédntico
M. La misma relacién puede establecerse entre los orbitales f y los
términos F, los orbitales p y los términos P, etc. El desdoblamiento
observado para los distintos tipos de orbitales monoelectrénicos se aplica
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también a los términos Russell-Saunders. Por otra parte, ¢l entorno
quimico no influye directamente en el spin del electron, la multiplicidad de
un estado no varia por el desdoblamiento y cada uno de los nuevos
términos mantiene la misma multiplicidad que tenia el término original
en el ion libre.

En los complejos de metales de transicion interesan principalmente
los términos derivados de configuraciones electréonicas 4", como los
orbitales d son simétricos respecto a i, los términos resultantes de estas
configuraciones perteneceridn a especies g de los grupos con centro de
inversion. En la tabla 2 se indican algunos ejemplos de desdoblamientos
de términos del ion libre, correspondientes a configuraciones d°, en
entornos de distinta simetria.

TABLA 2

Desdeblamiento de términos obtenidos para
configuraciones d" en distintos entornos

TERMINOS DEL TERMINOS EN ENTORNOS DE SIMETRIA
JON LIBRE EN UN .
ENTORNO: R(3) O, 1, Dy,
1 L 1 i
S Aly A, Alg
3 3 3 3
ip Tlg T Azg, Eg
1 1 1 1 1 1 1
'p LEg, ng E'T, Alg, Blg, Bzg, Eg
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
F Azg, Tlg, ng Ay, 7T, 7T Azg, Blg, Bzg,z Eg

Para determinar la energia relativa de los términos electronicos y su
dependencia con la magnitud o intensidad de la interacciéon con el
entorno deben resolverse los determinantes seculares respectivos o deter-
minarse mediante técnicas espectroscopicas los correspondientes términos
espectrales. Sin embargo, es posible obtener informacion cualitativa sobre
las energias relativas usando argumentos basados en la simetria molecu-
lar.

Los orbitales d se desdoblan en un entorno octaédrico en dos conjun-
tos de orbitales e, (d,2 ¥ deaoy2) ¥ tay ( dyydinndy;), en un entorno
tetraédrico se denominan orbitales ¢ y t,, respectivamente. Veamos el
efecto del campo cristalino del entorno sobre un orbital de cada conjun-
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to: d,z..,2 (e, 0 €) y d,, (t5, 0 £). Segln la teoria del campo cristalino basta
con determinar el efecto de cargas o dipolos puntuales distribuidos de
forma octaédrica o tetraédrica entorno a un electréon en un orbital d._ .
o d,, Como el electron tiene una carga negativa y suponemos que los
ligandos son aniones o moléculas dipolares con las partes negativas
orientadas hacia el ion central, una distribucién octaédrica de los ligan-
dos producira mayores fuerzas repulsivas sobre un electrén en un orbital
dy2—y2 (e,) que sobre un electrén en un orbital d,, {t,,) segin se advierte
en la figura 16. Es decir, los orbitales t,, son mds estables que los e, en un
entorno octaédrico. La diferencia de energias exacta depende entre otros
factores de la naturaleza de los ligandos, y se le asigna el simbolo Ay &
10Dq. (Ver Fig. 15).

Figura 16—{nteraccion de los orbitales dya_yn y dy, con un entorno octaédrico, No se representan los
ligandos situados encima y debajo del origen de coordenadas.

La diferencia entre los efectos de un entorno tetraédrico sobre un
electron en un orbital d,._ . (¢} y en un orbital d,, (¢,) no es tan obvia
como en el caso anterior, Sin embargo, la figura 17 sugiere que un
electron en un orbital d,»_,. es mas estable que en un orbital d,, La
diferencia de energia se simboliza por A, 6 10Dq. El parametro A,
representa la energia necesaria para llevar un electron del nivel £,, al e, ¥
A, representa la energia para llevarle del nivel e a t,; por tanto, los
parametros A son una medida de la fuerza de la interaccion del ion con el
entorno (Fig. 18, ver también Figs. 10, 12 y 15).
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Figura I7—Interaccidn de los orbitales d.z_. 2 y d,, con un entorno tetraddrico. Los cireulos negros
indican ligandos por encima del plano xy y los circulos sombreados por debajo del mismo.
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Tanto en la teoria de campo cristaline como en la del campo ligando
es frecuente construir diagramas de correlacién que muestran ¢omo
dependen los distintos estados electronicos de la fuerza de la interaccion
del ion con. el entorno. El primer paso en la construccién de estos
diagramas consiste en establecer las posiciones relativas de los estados en
condiciones extremas de interaccidon infinitamente débil e infinitamente
fuerte, extremos del diagrama. Por ejemplo, para un ion de configuracion
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d? las reglas de Russell-Saunders conducen a los siguientes términos
ordenados de menor a mayor energia:

g% 3F, D, %P, 'Gy 'S

Este orden, ast como la energia precisa de cada término se obtiene, como
ya hemos indicado, resolviendo los determinantes seculares correspon-
dientes o haciendo medidas espectroscopicas. Sin embargo, puede dedu-
cirse parcialmente este orden aplicando las reglas de Hund:

1. El término mas estable es el de mayor multiplicidad.

2. Si hay varios términos con multiplicidad méaxima, aquel que tenga
un valor de L mayor serd el mas estable.

Si sobre el ion actia un campo octaédrico débil estos términos
electromicos del ion libre se desdoblan en nuevos términos segin puede
deducirse de las tablas de caracteres (Fig. 19). Como la perturbacion del
ion es pequefia, la energia relativa de los nuevos términos puede evaluar-
se aplicando la teoria mecano-cuantica de perturbaciones. Asi resulta la
ordenacion en una escala de energia que se indica en la figura 19. La
separacion entre los distintos términos de campo debil es una funcion

de A,.

En el otro extremo del diagrama de correlacion, interaccion infinita-
mente fuerte, la situacion es contraria a la del caso anterior. El acopla-
miento entre los electrones del ion es despreciable frente a la interaccion
con el campo de los ligandos. Las configuraciones de campo infinita-
mente fuerte se obtienen asignando cada electron d a un orbital ¢,, 0 a un
orbital e,. Un ion d* en un entorno octaédrico dard lugar a una configu-
racion tzg en ¢l estado fundamental, Las siguientes conflguracwnes
excitadas serdn f,,e, y ¢;. La separacion entre configuraciones sera A,

Cuando disminuye la interaccion infinitamente fuerte y se reduce a
una interaccion simplemente fuerte, las repulsiones o acoplamientos
interelectronicos empiezan a cobrar cierta importancia relativa, y dan
lugar a desdoblamientos de [as configuraciones de campo infinitamente
fuerte en términos electronicos de campo fuerte. Nuevamente las energias
correspondientes pueden evaluarse mediante la teoria de perturbaciones,
tratando las repulsiones interelectrdmicas como perturbaciones de las
configuraciones de campo infinitamente fuerte. No obstante, pueden
predecirse algunos resultados cualitativos aplicando técnicas de teoria de
grupos. Si se conocen los términos a que da lugar una configuracion
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dada, pueden deducirse los términos de una configuraciéon con un elec-
tron adicional méas efectuando el producto directo de las RI de los
téerminos originales v las del nuevo electron.

Si existe un Unico electrén d, no tienen lugar dcoplamientos intere-
lectronicos y por tanto los términos para un ion 4* en un entorno O, son
los mismos que para un electron. Las configuraciones t,, y ¢, de un ion
d' en un entorno O, dan lugar a los términos T, y E,, respectivamente.
Sin embargo para un ion d? los términos correspondientes a una configu-
racion t3, se obtienen efectuando el producto directo de Tzq (la RI de la
configuracion t3.) y Ty, (la RI del electrén anachdo) Y lo mismo para las
demés configuraciones electronicas t,.e, y e;

Ty x Ty =T, @5, ®E;® 4y,

es decir la configuracion 3, da lugar a términos con simetria T, Ty, F,
v A, Analogamente:

T2 XEQ:TIQG_)']};} ; EQXEQ:EQ’@AIQ@AEQ‘

a

Queda por determinar la multiplicidad de estos términos de campo
fuerte. Bl método general para ello es el denominado de las simetrias
descendentes (Refs. 17, 19 y 20) que no trataremos aqui porque su
descripcion alargaria en exceso este tema y remitimos al apartado 9.4 de
la referencia 7, al apartado 11.4 de la referencia 9 o bien al apartado 8.4.c
de la referencia 21 para su estudio. Aunque éste es el método mas
riguroso, para el ejemplo que nos ocupa con solo dos electrones d*
podemos aplicar un método mas elemental pero muy instructivo. Consi-
deramos los estados t,, como un conjunto de seis cajas:

degeneracion
g de spin=2

v

degeneracion orbital = 3

La degeneracion total es 3-2 = 6. Fl nimero de modos de ordenar dos
electrones en estas seis cajas es 6-5/2 = 15, donde el denominador
responde al hecho de que los clectrones son indistinguibles. La degenera-
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cion total de la configuracidn t3, sera 15, y deberi mantenerse cuando se
produce el desdoblamiento en términos de campo fuerte. Si asociamos a
cada término una multiplicidad:

aAign bEg, CTlg? dTZg
debe verificarse que:
a-+2b+ 3¢+ 3d =15

Ahora bien, para un sistema de dos electrones las multiplicidades posibles

11
son 1 (electrones apareados, § = 775 O) v3 (electrones desaparea-

dos, S ==+

b =
ra o=

= 1). Con estas restricciones las uinicas soluciones posi-

bles son

| d b ¢ d

(1) 1 1 1 3
(2) 1 1 3 1
(3) 3 3 1 1

Para e} tenemos dos electrones a ordenar en 2.2 = 4 cajas equivalentes,

lo que da lugar a solo 4-3/2 = 6 formas distinguibles. Luego en este caso:

| a b c

Ay, "z, °F

1g° g

it 3 1
loat1-b+2-c=6 @3 1 1

En la configuracion t,,e, podemos colocar un electréon en cualquiera de
las seis cajas t,, e independientemente el otro electron en cualquiera de
las cuatro cajas e, en total 24 posibles ordenaciones. Como ambos
electrones no pueden estar en la misma caja todas las ordenaciones
anteriores corresponderan a spines apareados y desapareados, es decir,
ambos estados T, y T,, pueden ser singletes o tripletes, obtenemos asi los
o 1 1 3 3
términos '1y, ‘T, T, ¥ " Ty,

Podemos determinar ahora las multiplicidades de los términos de
campo fuerte para las configuraciones t3, y ¢2 sin mas que aplicar un par
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de reglas que establecen la correlacion entre los téerminos de campo débil
y campo fuerte en este tipo de diagramas:

1. Los estados a ambos extremos del diagrama deben corresponder-
$¢ uUno a uno.

2. Al variar la fuerza de la interaccion, los estados de la misma
simetria y degeneracion de spin (multiplicidad) no pueden cruzar-
se (regla de no cruzamiento).

Con estas reglas podemos hacer las siguientes deducciones. Como no
existe ninglin término *A,, de campo débil y solo dos '4,,, los dos
términos A, de campo fuerte deben ser singletes, luego la tnica solucién
valida para la configuracién e] es la (1), 4, ,, *4,,, *E,, y en la configura-
cidén 3, hay que eliminar la solucion (3). Por otro lado, los dos términos
*T,, de campo débil deben correlacionarse con los T ; de campo fuerte
sin que se corten. El término *T,, de campo débil de mayor energia debe
relacionarse con un término *T), de campo fuerte de la configuracion
t,,€, y €l otro término de campo débil *T;, de menor energia debe
relacionarse con el 7}, de menor energia de campo fuerte, que debe ser en
consecuencia un término *T;, lo que decide como solucién vélida para

las multiplicidades de los términos en la configuracion t3, la (2): '4,,, 'E,,

’E,, *Ty, ¥ ' T3, Los demas términos del diagrama pueden relacionarse de
acuerdo con estas reglas. El diagrama de correlacién completo (Fig. 19)
muestra como varia la energia de los términos del ion central a medida
‘que aumenta la interaccién con un entorno de simetria octaédrica. Si A,
es conocido para un ion determinado y un tipo de ligandos, un diagrama
de este tipo permite predecir el orden de los niveles de energia del ion.

Para un ion d® en un entorno tetraédrico podemos aplicar el mismo
procedimiento en la construccion del diagrama de correlacion (Fig, 20).
Los términos del ion libre son exactamente los mismos que en el caso
octaédrico. Los términos de campo débil también son los mismos,
unicamente se suprime el subindice g, y et orden es inverso. Las configu-
raciones de interaccion infinita también resultaran en orden inverso, de
acuerdo con el diagrama de la figura 18. Los términos de campo fuerte
son los mismos que en el caso octaédrico pero suprimiendo el subindice.

Un aspecto a destacar en los diagramas de correlacion de las figuras
19 y 20 es que el estado fundamental de estos complejos, tanto octaédrico
(?T,,) como tetraédrico (®4,) es un estado triplete independientemente de
la magnitud de la interaccién, lo que tiene importantes implicaciones en
las propiedades de tipo magnético y espectroscopico de estos complejos
(dos electrones desapareados).
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Términos del  Términos de Términos de Configuraciones
fon libre campo débil campo fuerte de interaccion
o0

IS 1A1

4

Ay

T
_—

Figura 19—Diagrama de correlacion parg un lon d* en un entorno ociaédrico.

El mismo meétodo que hemos empleado para construir el diagrama de
correlacion de un ion d? en entornos O, y T, puede emplearse para todas
las configuraciones d*, 2 < n < 9. Sin embargo, la complicacion aumenta
con el numero de electrones. Afortunadamente existen relaciones muy
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Términos del Términos de Términos de Conliguraciones
ion libre campo débil campo fuerle de interaccion

o0

'8 A,

Figura 20.—Diagrama de correlacion para un ion d? en un entorno tetraédrico.

utiles que permiten obtener unos diagramas a partir de otros que pueden
construirse mas facilmente. Una de estas relaciones es el denominado
formalismo hueco-electron. Seglin este principio, que es totalmente riguro-
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so, una configuracion d'°~" se comportard exactamente de la misma
manera que una configuracion 4%, excepto que las energias de interaccion
con el entorno tendran signo opuesto. Los n huecos de la capa d
podemos tratarlos como positrones. En sus interacciones entre si los »
positrones se comportardn como n electrones. Sin embargo, mientras el
entorno tiende a repeler a un electron, con la misma fuerza atraera a un
positrén y viceversa. Las energias de interaccion son de la misma magni-
tud pero signo opuesto. Las aplicaciones de este formalismo pueden verse
sobre la parte derecha del diagrama de la figura 19. La configuracion mas
estable para n electrones en un entorno octaédrico es aquella que contie-
ne tantos ¢lectrones como sea posible en los orbitales ¢,,, mientras que
para n positrones serd la mas inestable. Los estados de la parte derecha
del diagrama para una configuracién d" estaran, consecuentemente, en
orden inverso de energias para una configuracién d'? " Por ejemplo, las
configuraciones electronicas a interaccion infinita para un ion d® en un
entorno octaédrico serdn de orden creciente de energia: efi%,, e2t3,, €215,
Los desdoblamientos en términos de campo fuerte seguirdn siendo los
mismos para huecos que para electrones. En la parte izquierda del
diagrama, los términos del ion libre son los mismos, pero al producirse la
interaccion débil con el campo los términos de campo débil resultaran en
orden inverso para la configuracion d®.

Lo mismo que hemos dicho sobre los cambios del diagrama de correla-
cion al pasar de configuraciones d" a d'°~", se aplica a las modificaciones
que sufre al pasar de un entorno octaédrico a un entorno tetraédrico para
una configuracién dada d”. SegOn hemos visto anteriormente (Fig. 18), los
niveles d del ion libre s¢ desdoblan en estos entornos en dos tipos de
niveles, t,, y e, (O, e ¥ t, (1)), pero en orden inverso de energia. Las
configuraciones electronicas a interaccion infinita para un ion d" dado se-
invertiran de orden con los cambios de simetria O, « T,. Es decir, el
cambio de electrones por huecos en configuraciones d*, y el cambio de la
simetria del entorno 0, — T produce el mismo efecto sobre el diagrama,
en consecuencia el cambio simultidneo de configuracion y entorno dejara
el diagrama inalterado. Una forma de expresar esta regla es:

di(oct) = d1° "(tetr) , d"(tetr) = d*°"(oct)

En el caso d° los cuatro diagramas relacionados son idénticos, ya qué
d*(oct) = d(tetr), y d" y d'® " son la misma configuracién para n = 5.

Se han tratado solamente dos tipos de complejos con alta simetria (0,
y T,). Cuando la simetria del campo de los ligandos disminuye, disminuye
también la degeneracion y se producen muchos mas desdoblamientos,
como se advierte en la figura 15. Asimismo, se puede obtener menor
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informacién sobre las energias relativas de los términos haciendo sola-
mente consideraciones de simetria molecular. No obstante, estas conside-
raciones pueden servir para hacer un analisis previo al tratamiento de
OM, por gjemplo, facilitar el planteamiento y resolucion de la ecuacidon
secular, En todo caso, estos argumentos de simetria siguen siendo muy
valiosos para determinar las reglas de seleccidon que condicionan la
intensidad de las bandas espectrales correspondientes a las transiciones
entre los distintos términos electronicos, asi como a las propiedades de
polarizacion de estas bandas.

6. ALTERACIONES DE LA SIMETRIA. TABLAS
DE CORRELACION

En el apartado anterior hemos visto que cuando la simetria esférica
en torno a un ion o atomo libre se altera introduciéndole en un campo
octaédrico, sus estados electronicos varian de acuerdo con su especie de
simetria. El cambic de simetria R(3) — O, produce el desdoblamiento de
los niveles d en t,, y e, es decir, la RI D de R(3) se corresponde o
correlaciona con las RI T,, y E, de O,. En el diagrama de la figura 15
puede verse la correlacion existente entre las especies de simetria de
distintos estados del ion cuando se modifica la simetria de su entorno.
Conviene generalizar esta correlacion entre RI de distintos grupos pun-
tuales, ya que tienc un gran interés en todos aquellos procesos que
impliquen una alteracion de la simetria original del sistema que estamos
estudiando. Asi, por ejemplo, es frecuente que el cambio a fase solida
meodifique la conformacion de fas moléculas en fase liquida o gaseosa a
conformaciones que den lugar a un mayor empaquetamiento (p. ef. los
anillos plegados tienden a estructuras planas) con lo que se modifica su
simetria. Otra situacion semejante tiene lugar cuando una molécula esta
atrapada en la red cristalina de un solido, la simetria puntual de la
molécula estd condicionada por la simetria del entorno, es decir por la
simetria local de 1a celdilla unidad. Asimismo, las vibraciones moleculares
pueden alterar la simetria de la molécula, y aunque generalmente es
valida la aproximacion de Born-Oppenheimer, en ciertos casos tienen
Jlugar acoplamientos entre los estados vibracionales y electronicos y no es
posible separar las correspondientes funciones de onda vibracional y
electronica (estados vibronicos). En la figura 21 se muestran dos distor-
siones diferentes (D,, v D,,) de una estructura octaédrica (0,). Para
predecir el efecto de estas distorsiones sobre los niveles de energia del
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sistema octaédrico debemos establecer las correlaciones entre las RI de
los grupos puntuales correspondientes.

Cy

G,
Distorsion Distorsion
seglin un segin un
eje C, eje Cu
Distorsion trigonal Octaedro Distorsion tetragonal
(D3, (0,) (D)

Figura 21.—La distorsion simétrica de un octaedro (0,) a lo largo de un eje C, da luger o una
estructurg de simetria Dy, La distorsion simétrica segin el eje C, produce una estructura Dy,

Si la distorsion disminuye la simetria del sistema, algunas operaciones
de simetria del grupo original desapareceran y otras permaneceran. Si la
simetria aumentase, aparecerian nuevas operaciones, pero permanecerian
las del grupo original. En cualquier caso, para correlacionar las especies
de simetria debemos fijarnos en sus caracteres respecto de las clases de
operaciones que permanecen. Si uno de los grupos es subgrupo invariante
del otro, basta con considerar los caracteres de las clases comunes. Por
ejemplo, el grupo C, es un subgrupo invariante del C,,; comparando los
caracteres de las clases {I} y {C,} se puede construir la siguiente tabla de
correlacion entre sus RI:

CZU CZ
A, A
A, A
B, B
B, B

Lo mismo puede hacerse para los grupos O, y O, D5, v Ds, Dgp, v Co,
S¢ v C,, ete. En algunos casos, sin embargo, puede darse una cierta
ambigiiedad. Un subgrupo invariante del grupo D, es el C,, pero al
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- ) , .
correlacionar sus R, ;cual de los tres ejes C, del grupo D, permanece en

¢l cambio D, — C,7 Las tablas de correlacion incluyen normalmente los. .

{res casos:
D, ¢, ¢ G
A A A A
B, A B B
B, B A B
By B B A

Es la asignacion del sistema de referencia, ¢jes o funciones de base que
hemos hecho en un sistema dado lo que determina la correlacion adecua-
da en cada caso.

Cuando unoe de los grupos no e¢s subgrupo invariante del otro hay
que examinar los caracteres con mas cuidado. Asi, por ejemplo, para los:
grupos C,, v C,, consideramos las clases {I} y {30,} del grupo Cy, e {I} ¥
{o} del C,, y aunque sblo uno de los planos ¢, permanece no se da
ninguna ambigiiedad en la correlacion porque las tres operaciones o,
pertenecen a la misma clase. Comparando ambas tablas de caracteres y
prescindiendo de la clase {2C,} del grupo C,, son evidentes las correla-

Cs, I ;73 3o, C, l 1 o
A, 1 Ve 1 A 1 1
A, 1 A =1 A" 1 —~1

b=

N
N

<

ciones A; - A" y A, - A”. Sin embargo, no puede establecerse una
correspondencia univoca entre la RI E y alguna de las del grupo C,. Los
caracteres y(I) = 2 y x(36,) = 0 indican que E es una representacion
reducible en el grupo C, a A’ @ A”. Por tanto, la tabla de correlacion
sera:

C3u Cs
A, A’

Az AH

E Ar @ Ar.'

Al correlacionar las RI de los grupos D,; y C, nos encontramos -
también con una RI E (D,;) vy una ambigiiedad, las dos clases de
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operaciones {C,} y {2C5}. Comparando cuidadosamente los caracteres se
obtendria la tabla de correlacion:

(Cy)  (Cy)
Pu| € G
4, A 4
A, 4 B
B, A A
B, A B
E 2B A& B

Para grupos con muchas clases y correlaciones entre RI que tengan
funciones de base en las Ultimas zonas de la tabla de caracteres puede
deducirse rapidamente la correlacion haciendo uso de las bases. Asi la
especie T}, del grupo 0, se «desdobla» en las 4,, v E, del D, teniendo
en cuenta que las rotaciones (R, R,, R} son base para Ty, (Oy), R, para
Ay, (Day) ¥ (R, R)) para E; (Dgyy). El mismo procedimiento permite
correlacionar la especie Ty, de 0, (xz, yz, xy) con las By, (x)) ¥ E, (xz, vz)
del D, Pero este procedimiento no puede generalizarse a todas las R,
para la RI 4,, (O, no figuran bases en las tablas y hay que recurrir a la
comparacion de caracteres; asimismo, aunque la RI E; (Q,) se correlacio-
na con la E, (D;,) como se advierte por sus caracteres, no €s cierto que
las funciones de base (x> — y?, 222 — x* — y*) de la RI E, (Q}) lo sean
también de E; en Dy,

Haciendo un estudio de las RI de los grupos O, Dy, v D,, pueden
deducirse las tablas de correlacion correspondientes a las distorsiones de
la figura 21. ‘

Oh D3d D4-h

Alg Alg Aiq

AZG AZQ Blg

E, E, A, @ By,
1, Ay @E;, Ay ®E,
T3, A, ®E, B, ®E,
Alu Alu Alu

AZu AZu Blu

E, E, A, @ By,
Tw| Au®E, A4,0E,
TZu Alu @ Eu Bzu ® Eu
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En las referencias 22 y 23, asi como en muchos textos (por ejemplo, en
las referencias 21 y 24 a 26) podrad encontrar numerosas tablas de
correlacion. No obstante, utilizando las tablas de caracteres no resulta
dificil deducir las correlaciones en un caso dado.

7. SIMETRIA Y ESPECTROSCOPIA ELECTRONICA

La clasificacion de los distintos estados electronicos de atomos o
moléculas por su configuracion electronica es demasiado grosera {es
decir, atendiendo Onicamente al modo en el que se van ocupando sus
respectivos orbitales monoelectronicos). Como veremos, solo las configu-
raciones electronicas de capas cerradas o completas (con los orbitales
llenos) dan lugar a un unico estado electronico representado por una
inica funcion de onda. Sin embargo, si la configuracion tiene alguna capa
incompleta aparecen muchas formas de elegir las funciones de onda
orbital y de spin de los electrones para la misma configuracion. Cada una
de estas elecciones se asocia a un producto antisimetrizado de spin-
-orbitales. Aunque todas estas funciones pertenecen a la misma configura-
cién, cada una de ellas corresponde a estados de los electrones que
difieren en su momento angular orbital y/o de spin. Por tanto, estas
funciones de onda pueden describir estados de energia diferente cuando
se tienen en cuenta las interacciones interelectronicas. Es decir, una
configuracion electronica puede dar lugar a varios estados electronicos de
energias diferentes, son los términos electronicos que ya hemos introduci-
do en los apartados anteriores. Para configuraciones electronicas de
atomos o iones libres (entorno R(3)) las aproximaciones de acoplamiento
Russell-Saunders o de acoplamiento j — j, permiten deducir los términos
electronicos correspondientes. Sin embargo, para atomos sometidos a
una fuerte interaccion con un entorno no esférico, o para moléculas en
general, los términos de una configuracion dada se obtienen aplicando las
reglas del producto directo de RI, segin hicimos en el apartado 5.1 para
las configuraciones t3,, t,,e, y e;,’* de un ion en un entorno octaédrico. La
razon para ello es evidente en configuraciones de orbitales no degenera-
dos. Como ejemplo vamos a considerar una configuracion de dos electro-
nes en dos orbitales v, v ¥, no degenerados de especies de simetria I', y
I',, respectivamente. La funcion de onda electronica total ‘W se¢ representa
mediante un producto antisimétrico de spin-orbitales monoelectronicos
del tipo [15.3]. Es decir, consistird en una suma algebraica de permuta-
ciones de términos de la forma ¥ (1)(2). La barra superior indica que el
orbital lleva asociada una funcion de spin f, y su ausencia que se asocia a
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una funcién de spin o Los operadores de simetria R son lineales, no
alteran las funciones de spin, y al actuar sobre los orbitales resulta: Ry, =
= 7RW, v R, = 3(RW,; donde y(R) y y(R) son los caracteres de las
RI I', y I, respecto de la operacion R. Por tanto:

RY = R[yn(D(2) + .1 = Ry D2) + o = 2 RI(RW DA + ..

como todos los términos de ¥ son permutaciones del mismo tipo:

RY = y(Ry(R[YdDFA2) + ..] = tlRIn(R)¥Y

Es decir, el caracter para la operacion R de la representacion para la que
es base ¥ es el producto de los caracteres de las RI a las que pertenecen
¥, v . O lo que es lo mismo, la representacion para la que es base 'V es
el producto directo I'y x I,

Para configuraciones con orbitales degenerados la demostracion es
mas laboriosa y remitimos al lector interesado a la pégina 48 de la
referencia 20, o bien a las paginas 148-156 de la referencia 27 para una
demostracion analoga en relacidon con estados vibracionales.

En definitiva, podemos determinar la simetria de los estados electroni-
cos a partir de la simetria de los orbitales ocupados. Asi, por ejemplo, las
configuraciones electronicas del estado fundamental y primer estado
excitado de la molécula de agua (pags. 473 v 476 de la Ref. 3) son:

1a?2 24% 1b3 3a? 1b? (estado fundamental)

1a? 2a2 1b3 3a2 1b, da, (primer estado excitado)

Consultando la tabla de caracteres del grupo C,, es obvio que como
todas las RI son monodimensionales:

Ay x Ay x Ay x Ay x By x By x Ay x Ay x By x B; = A4

es decir, el estado fundamental da lugar a un Unico término electrénico
perteneciente a la especie totalmente simétrica A,, y como las capas estan
completas {(segln el principio de Pauli, ¢l nimero cuantico de spin total S
es 0) el término fundamental es un singlete '4,. Para el primer estado
excitado debemos tener en cuenta solamente las capas incompletas, ya
que el producto directo de las capas completas internas es iguala 4, y no
afectara al resultado final:
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A, x A x A x Ay x By x B x A x A x By x Ay =B, x A, =B,

\ )
~

4,

En este caso, la presencia de dos electrones desapareados puede dar lugar
a dos posibles términos 'B; v B, seglin que S = 0 6 § = 1, respectiva-
mente.

Para orbitales pertenecientes a especies no degeneradas es obvio,
como vemos, que configuraciones de capas cerradas dan siempre lugar a
estados pertenecientes a la especie totalmente simétrica del grupo. Sin
embargo, no es tan sencillo llegar al mismo resultado cuando intervienen
orbitales degenerados completamente llenos, como sucede en el estado
fundamental del trimetilenciclopropano (Fig. 2), as2e”*, en ¢l del ferroce-
no (apartado 4), laf 2a3,let,le},2a3 le7,, 0 en el del benceno (apartado
7.3 de la Ref. 7), aj,et, Los productos directos correspondientes dan
lugar a un gran numero de estados con simetria diferente. Pero teniendo
en cuenta el principio de exclusion de Pauli sdlo sera posible uno de ellos;
hay logicamente una sola forma de llenar todos los orbitales de una
especie degenerada. Finalmente, aplicando los operadores de simetria al
producto antisimetrizado correspondiente, es decir, a la funcion de onda
electronica, se verifica que pertenece a la especie totalmente simétrica del

grupo.
Por tanto, una configuracion electronica de capas completas da lugar a
un solo estado y este estado es totalmente simétrico (teorema de Unsold).

Asi, el estado fundamental del trimetilenciclopropano tiene simetria A4}, el
del ferroceno en conformacion alternada, A,,, y el del benceno 4,

Para el naftaleno (apartados 7.5 v 7.6 de la Ref. 7) las configuraciones
electronicas de su estado fundamental y primeros estados excitados son:

CONFIGURACION SIMETRIA TERMINOS
- b%ubigbggb%uaﬁ‘ Al 1141
b%ubigbggb%uaubw Au X BZg = B2u 1B2w SBZu
b%ub%gbggb%uaubfm Au X Bau = BBu lB3un 33314
b1, %g ggbluagng By, x By, = B3, 'By,, *Bs,

El término fundamental del benceno es '4,,, pero su primer estado
excitado (apartado 7.3 de la Ref. 7}, aj e}, el,, da lugar, como vamos a
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ver, a varios términos. S6lo necesitamos considerar las capas incompletas
el e3,. Cuando tres electrones se colocan en un orbital e;, tres spin-
-orbitales se ocupan y uno queda libre o desocupado; las posibles funcio-
nes de onda e¢lectronicas (Fig. 22) para los tres electrones pueden caracte-
rizarse por ¢l spin-orbital vacio. Se dice que la configuracion ef, tiene un

hueco en la capa e;,. Como los cuatro spin-orbitales son equivalentes, las

cuatro funciones de onda e}, son degeneradas y forman un solo estado,
como en ¢l caso de la configuracion e, denominado E,,. Se ha hecho
uso del formalismo hueco-electron que ya hemos empleado al discutir los
términos de las configuraciones d de iones centrales en compuestos de
coordinacion. Luego el problema se reduce al producto:

——
-1

=9
—

Ay
s

Figura 22

Elg X Ezu = Blu ®BZH®EIH

Como se trata de «dos» electrones no equivalentes {en capas diferentes)
no es preciso temer en cuenta el principic de Pauli, por lo que esta
configuracion puede dar lugar a términos singlete v triplete (si $ = 1/2,
25+ 1=1ysiS=1285+1=13)

1 1 1 3 3 3
Blw BZu: Elw Blw BZw Elu

Una vez determinados los términos electrénicos de un sistema, vamos
a considerar las posibles transiciones electronicas entre ellos que daran
lugar a su espectro electronico observado experimentalmente. No todas
las transiciones estdn permitidas; algunas estan prohibidas por las reglas
de seleccion, como indicamos en el apartado 3 del Tema 14. La intensi-
dad de una transicion electrdmica, y por tanto la probabilidad de que
tenga lugar depende, entre otros factores, del momento de transicion
[14.55]. En espectroscopia electronica el mecanismo de interaccion entre
la radiacion y el sistema estudiado es de dipolo eléctrico, por tanto
podemos expresar [14.55] asi:

P = Jx/f*w dt

donde ¥ y ¥/’ son las funciones de ondas correspondientes a los términos
entre los que tiene hugar la transicion y ji es el operador momento de
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dipolo eléctrico, que puede dividirse en dos componentes: una que
depende de las coordenadas nucleares, fi,, v otra de las electronicas fi,.
Expresando ¢ como un producto ¥/, (aproximacion de Born-Oppen-
heimer) donde i, depende de las coordenadas nucleares (vibracion) y i,
es un spin-orbital:

'll
P = | Yy rUE R, + R dr =

= | WS dT + fl/f’u*l!féi‘ﬁelﬁvwes dr =

™
= Wei‘%sd'fesf%*ﬁn%dfn + j Wi, dr, j Yeshe dres [15.18]
L —

I
0

Como los spin-orbitales son ortogonales, la primera integral es igual a
cero, luego;

—_ s *
P = \f ‘PL*% drn .[ l/jre*pey‘]e dTe Jv '//S 1,[/.9 dfs [15 19]
N e g
factor de base de las reglas base de las reglas
Franck-Condon de seleccion orbital  de seleccion de spin

y polarizacion

La primera integral de la izquierda, denominada factor de Franck-
Condon, no tiene por qué ser necesariamente cero, porque las dos
funciones de onda vibracionales no pertenecen al mismo estado electroni-
€O y por tanto no son necesariamente ortogonales. Si cualquiera de las
tres integrales es cero, la transicion es formalmente prohibida. Se dice,
por ello, que existen reglas de seleccion vibracional, orbital y de spin para
las transiciones electrénicas. Como para la obtencion de [15.19] se han
hecho una serie de aproximaciones (la factorizacion de la funcion de
ondas total en funciones nuclear, orbital v de spin, v la de P en tres
integrales respecto de variables independientes), ¢s de esperar que las
reglas de seleccion correspondientes no se cumplan rigurosamente.
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Reglas de seleccion orbital y polarizacion

Son las que hemos estudiado en el apartado 3.2 del Tema 14 para las
transiciones de dipolo eléctrico, expresion [14.57]. Asi en moléculas
centrosimétricas estan prohibidas las transiciones g 5 ¢ y u -» u, como
sucede para las transiciones d — d en complejos octaédricos. Sin embar-
go, las transiciones X — X en moléculas diatdmicas homonucleares
(H,, O,, N, ...) estan permitidas por la regla de seleccion orbital y son
polarizadas segln ¢l gje internuclear (gje z}, como se observa en las tablas
de caracteres.

Las transiciones electronicas ¢ — g y u — u en moléculas centrosimé-
tricas estan permitidas, no obstante, cuando la interaccion tiene lugar por
mecanismos de dipolo magnético o de cuadrupolo eléctrico (en este
tltimo caso para moléculas de simetria no icosaédrica o cubica).

En el caso del naftaleno, como el estado fundamental pertenece a la
RI totalmente simétrica, el producto directo por la RI del estado excitado
sera siempre igual a esta Ultima RI. De los tres estados excitados
considerados anteriormente, B,,, B,, v By, y es base para B,, vy x para
Bs,. Por tanto, la transicion 4, — B,, y las dos A, — B, estan permiti-
das y polarizadas en el plano molecular (Fig. 23) la primera tiene lugar
por absorcion de radiacion con vector de campo eléctrico oscilando
seglin el eje y o eje menor de la molécula vy las otras dos con polarizacion
x o de eje mayor. Experimentalmente, se observan tres bandas de absor-
cion en ultravioleta proximo para esta molécula y utilizando radiacion
polarizada se advierte que una de ellas tiene polarizacion «de ¢je menor»
y las otras dos «de eje mayor» (ver Tabla 3).

1

Figura 23.—Asignacidn de ejes para la molécula de naftaleno.
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TABLA 3

Transiciones electronicas del naftaleno

viem™ 1 POLARIZACION ASIGNACION
31.800 gje mayor A, — B,
34.700 gje menor Ay, — B,
45.200 eje mayor A, = Bs,

En los cristales, las moléculas o iones adoptan orientaciones preferen-
tes, por ejemplo las moléculas planas suelen apilarse. Como la simetria
del cristal depende de la manera en que se produce este apilamiento,
puede suceder que algln eje cristalografico coincida con un eje de la
molécula o ion, ¥ en estos casos resulta mas facil la tarea de relacionar las
reglas de polarizacidon para transiciones de las moléculas con las orienta-
ciones del cristal. Un g¢jemplo claro es la existencia de cristales fuerte-
mente dicroicos, que muestran colores diferentes cuando se observa la luz
que transmiten segin distintas direcciones cristalograficas.

Los espectros electronicos de cristales con radiacion polarizada es una
técnica de gran utilidad para la interpretacion de espectros electronicos
en los que aparezcan resueltas sus componentes y son una ayuda impor-
tante para la asignaciéon de espectros en disolucion o fase gaseosa.

Reglas de seleccion de spin

Para pasar de la expresion [15.18] a la [15.19] se ha factorizado cada
funcidén de onda ), ¥ ¥, en el producto de una [uncidén de spin por una
funcion orbital y se ha tenido en cuenta que el operador fi, no altera las

funciones de spin. Para que P sea distinto de cero, la integral | W %, dt,

debe serlo también, pero las funciones de spin son ortogonales, luego
dicha integral serd cero a menos que ¥, = i, es decir, que el estado
fundamental y el excitado tengan el mismo spin (AS = 0}, lo que pode-
mos formular asi: Una transicion estd permitida por las reglas de seleccion
de spin si y sélo si los estados implicados en ella tienen la misma multiplici-
dad. Por ejemplo, las transiciones singlete — singlete, deblete — doblete y
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cuartete — cuartete estdn permitidas, pero las singlete-triplete y cuartete
— doblete estan prohibidas. Veamos algunos ejemplos concretos. Para la
molécula de agua, como sabemos, el estado fundamental es 'A, y la
configuracion correspondiente al primer estado excitado da lugar a dos
términos B, v *B,, por tanto las posibles transiciones somn:

1 1 1 3

A, - "B, A, 4B,
permitida por simetria orbital permitida por simetria orbital
y de spin (banda a 165 nm) y prohibida por spin

En el benceno, segiin hemos visto, ¢l estado fundamental es '4,, y la
configuracion del primer estado excitado da lugar a los términos 'B,,
B,y 'Ew *Biw 2Bay v 2Eq,. Solo la transicion 'A,, - 'E,, estd permiti-
da por las reglas de seleccion orbital y de spin, sin embargo en el espectro
ultravioleta del benceno pueden observarse varias bandas (Figs. 24 y 25),
la mas intensa de ellas a 183 nm se asigna a dicha transicion. ;jPor qué
aparece mas de una banda?

1 1
Al.‘! - Eln

a2t /‘}\-\‘.’:Am_’lBiu
]

3t Pov
F'otodisociacic';‘n '4 10— 'Bs,
1k series

de Rydberg

1 3
Alg—’ By,

150 200 230 300
Afnm

Figura 24. -Espectro de baja resolucion del benceno (K. S, Putzer, Quantum Chemistry, Prentice-
Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1953).

La raz6n hay que buscarla en las aproximaciones efectuadas para llegar a
[15.19]. Las reglas de seleccidon se cumplen en la medida en que son
ciertas dichas aproximaciones para un sistema dado. Los estudios realiza-
dos con distintos tipos de moléculas indican que las reglas de seleccion
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183 nm.._-;.“
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Blu
205 nm -t e -] B
255 M- — = -
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‘A

1g

Figura 25—Diagrama de términos electrénicos del sistema n del benceno.

«modulan» en mayor o menor grado las intensidades de las transiciones
electronicas. Asi una transicion prohibida por simetria orbital y spin es
generalmente no observable; si esta solamente prohibida por spin y se
observa en el espectro, su intensidad es muy débil; si estd permitida por
spin y prohibida por simetria orbital podria tener una intensidad débil, y
si esta permitida por ambas reglas de seleccion puede dar lugar a bandas
intensas. Estas indicaciones se cuantifican en la tabla 4. Se advierte
claramente que la regla de seleccion mas estricta es la de spin. Asi la
transicion mas deébil para el benceno es la *4,, — *E,,, banda a 360 nm,
prohibida por spin y permitida por simetria orbital. La causa para que
aparezca esta banda se debe al acoplamiento del momento angular de
spin del electréon con su momento angular orbital, sus coordenadas
orbitales y de spin (y, por tanto, sus niimeros cuanticos) son mutuamente
dependientes, estan correlacionadas vy no pueden factorizarse las funcio-
nes .. y/o y,, como se indica en la aproximacion [15.19]. La aparicion
de las dos bandas prohibidas por simetria orbital se trata a continuacion.
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TABLA 4

Intensidades de las transiciones electrénicas

VALORES APROXIMADOS DEL

TIPO DE TRANSICION COEFICIENTE DE EXTINCION
g/mol ™! cm™!
Prohibida por spin 1073 — 10°
Permitida por spin y
prohibida por simetria orbital 10° — 103
Permitida por spin y
simetria orbital 10% — 10°

Reglas de seleccion para tramsiciones vibrénicas

Otro tanto sucede con la factorizacion de la funcion de onda total
en dos funciones que dependen exclusivamente de las coordenadas
nucleares, ¥, y electronicas, ¥, y lo mismo para . En algunos casos
estas coordenadas son dependientes, tienen lugar interacciones entre los
movimientos de vibracion y electronicos, acoplamientos vibrdnicos; ya no
es posible separar las funciones vy, y y, (asi como ¥, y ) en el momento
de transicion del dipolo eléctrico [15.19] y hay que considerarlas juntas:

P = J.!!'L*W;*ﬁe%l/fe dz,e Jl!f’s*% dr, [15.20]

Ahora hay que determinar la simetria de los productos iy, v i, para
decidir si la integral que figura como primer factor de [15.20] es o no
igual a cero. Siy, y i, corresponden al estado electronico fundamental y
al estado de vibracion base de dicho estado electronico (ver apartado 3
del Tema 17), se trata de funciones totalmente simétricas (para yr, siempre
es cierto, para 1, lo es en muchas moléculas, como la de benceno), por
tanto, para que la integral indicada sea distinta de cero el producto
directo de las RI de , y , debe ser o contener alguna de las RI para las
gue son base las coordenadas x, y 6 z. Segiun veremos en los 0ltimos
temas, esta condicion o regla de seleccidn para transiciones vibronicas
puede expresarse también diciendo que el producto directo de las represen-
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taciones para las que son base las coordenadas cartesianas, I'y , ., ¥
W (U, . x 1)) debe ser o contener alguna de las RI para las que son base
alguno de los modos normales de vibracion.

Para el caso de las dos transiciones '4,, - 'B,, y '4,, + 'B,, del
benceno, vemos que segin la tabla de caracteres del grupo Dg,

l_|.~1c,y,z = AZu @ Elu

La representacion producto directo resulia:

rx,y,zriz = (AZu ® Elu) X By, = BZg @ EZg
l—wx,y,zl—\".cz = (AZu @ Elu) X By, = Blg ® EZQ

Las RI B,, y E,, son algunas de las RI para las que son base los modos
normales de vibracion del benceno, por ello estas transiciones son
vibronicamente permitidas, v se asignan a dos bandas débiles del espectro
del benceno gue aparecen a 205 y 255 nm. Por tanto, en las transiciones
vibronicas 'A4,, - B, y '4,, - 'B,, existe una excitacion simultinea de
un modo normal de vibracion B,, o E,,. Algunas veces para explicar de
forma cualitativa este acoplamiento vibronico se dice que las vibraciones
de la molécula (modos B,, y E,, en este caso) perturban la simetria de la
molécula siendo posible la transicion electronica en el grupo resultante de
la perturbacion.

El ion octaédrico [Co(NH,)s]** cuyo estado fundamental es 'A,
tiene dos estados excitados singlete ' T, y '1,,. Las transiciones '4,,—
—1T,, y '4,, - 'T,, estan prohibidas por simetria orbital. Haciendo el
producto directo de las especies de simetria de los términos electronicos
para la primera de estas transiciones y de la representacion para la que
son base x, vy y z en el grupo O,, T,, obtenemos:

Ay x Ty x T, =AL,QE,®T,® 1,

g

El estado fundamental vibracional es A4, luego si existe una vibracion
normal perteneciente a alguna de estas RI, la transicion sera vibronica-
mente permitida. Los modos normales de vibracion de una molécula
octaédrica AB, pertenecen a las especies:

Ay B 2T, T, v T,
Por tanto, mientras la transicion electronica pura 'A4,, — !T,, no estd
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permitida, todas las transiciones con excitacién simultanea de un modo
normal de vibracion T, 6 T,, estan permitidas.

Analogamente para la transicion '4,, - 'T,, encontramos:
Alg X Tlu x TZg = A2u® Eu @ Tlu @ TZu

luego también puede tener lugar esta transicion prohibida si va acompa-
fiada de la excitacion de un modo normal E,, T,, 6 T,,. Hemos visto pues
dos casos en los que se viola la conocida regla de seleccion para comple-
jos octaédricos: g - g. -

En los estados electronicos excitados se produce una redistribucion
electromnica de la molécula respecto del estado fundamental, y a veces esto
conlleva un cambio de la geometria o simetria molecular. En estos casos,
las reglas de seleccion que se aplican suponiendo que en la transicidon
electronica no se altera la simetria de la molécula pueden ser incorrectas.
Asi, en el espectro de formaldehido, una banda débil que aparece a
270 nm se asigna a una transicién 14, —! 4, prohibida por simetria orbital
(transicion tipo » — =*) porque en ¢l estado excitado (x*) la molécula es
ligeramente no plana y la especie 4, (para la que no es base ninguna
coordenada cartesiana en el grupo C,,) se correlaciona con la A’ del
grupo C, (para la que es base la coordenada x y la y). Es decir, en esta
configuracion nuclear no plana resulta permitida dicha transicion,

En la interpretacion de espectros electronicos hay que tener en cuenta
también otro proceso que puede tener lugar y que basicamente es un
fenomeno de resonancia entre términos de la misma simetria, es la
denominada interaccion de configuraciones. Asi, aunque los resultados de
la tabla 3 estan bastante de acuerdo con la teoria, existe una notable
discrepancia. Un tratamiento de OM por el método de Hiickel del naf-
taleno (apartado 7.5 de la Ref. 7) predice que las dos transiciones 4,, —
— B,, corresponden a la misma diferencia de energia y que esta dife-
rencia es mayor que para la transicion A,, — B,,. El espectro del nafta-
leno indica, sin embargo, que el nimero de ondas (cm~1) de la transicion
Ay, = B,, es intermedio entre los correspondientes a las dos transi-
ciones A,, — B;, Este es un caso especial de la regla para integrales
del tipo [14.54] que vimos en el apartado 3.1 del Tema 14:

j%ﬁwz dr

Aunque estas integrales se anulan a menos que ¥, y yr, pertenezcan a la
misma RI, puede suceder en casos especiales —podria ser de forma
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accidental— que esta integral fuese cero aunque ambas funciones tuviesen -
la misma simetria. Es como si se tratase del caso general que hemos
venido considerando en el que ¥/, y ¥/, tienen simetria diferente. Para las
dos configuraciones excitadas B,, esto significa que se produce una
interaccion entre ambas y el resultado es que ninguno de los estados By,
puede obtenerse independientemente a partir de una de las configuracio-
nes, como hemos hecho al aplicar las reglas de producto directo. Se
produce una mezcla de ambas, descrita por una ecuacion secular de
segundo orden:

E®—E Hy | 0
H, E'—E
donde:

HlZ = I!/B:mﬁwlB3“ dT

obteniéndose dos valores diferentes de energia, E° + H,, es decir un
desdoblamiento, en lugar de la misma energia E° para ambos estados.
En la practica el problema radica en la evaluacion de H,,, la energia de
interaccion, que implica repulsiones interelectronicas dificiles de calcular
con precision. El modo en el que las dos configuraciones excitadas se
mezclan y desdoblan da origen a la denominacion de interaccion de
configuraciones y se representa en la figura 26.

501
" |  ———— i,
5 45 -
-
x
1 e
E 4 e
s B, mmm—me—mmc
oy
h .
ERY o BZM A T T — Bzu
- ~
~
Y
IV
30~ Configuraciones Estados

Figura 26—Diagrama de energia ( expresada en unidades de mimere de ondas, cm™ ') qie muestra el
desdoblamiento en dos estados By, por interaccion de dos configuraciones B, del naftaleno.

Cuando-este tipo de interaccion tiene lugar entre estados vibraciona-
les en lugar de electronicos se denomina resonancia de Fermi. Nos
ocuparemos de ello en ¢l Tema 18.
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ACTIVIDADES RECOMENDADAS

Determinar los caracteres de la representacion reducible del grupo
D, formada por los seis OA pr de la molécula de trimetilenciclopro-
pano. Reducir esta representacion a suma de RI y construir las CLAS
correspondientes. Comprobar que se obtienen los mismos resultados
que en el apartado 1 a partir del grupo generatriz C,,, pero el
procedimiento con el grupo D;, es algo mas laborioso. Utilice
siempre que sea posible el grupo generatriz, pero no se olvide de
expresar los resultados finales respecto de las RI del grupo original.

Aplicar el método de Hiickel al sistema pz del radical ciclopentadie-
nilo, C;H;, en el que cada atomo de carbono contribuye con un
orbital pz. Introduzca orbitales de simetria en los calculos y com-
pruebe que los OM = obtenidos son iguales a los indicados en el
apartado 4. '

Desarrollar el tratamiento de OM para la molécula de ferroceno en
su conformacion eclipsada introduciendo en el mismo la simetria de
la molécula. ;Qué simetria y degeneracion tendrian sus niveles de
energia? Compare los resultados obtenidos con los del ferroceno en la
conformacion alternada.

Puede resultar muy interesante la lectura de algunos articulos de los
capitulos 1 a V de la referencia indicada en las lecturas recomendadas
para este tema. En estos capitulos se reproducen las publicaciones
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«clave» sobre las aplicaciones de la teoria de grupos a la teoria del
enlace quimico, desde los primeros trabajos de Bethe y Van Vleck,
hasta los de Pauling, Ballhausen y Cotton. Los comentarios a cada
capitulo, permiten seguir el desarrollo histérico de las distintas
aportaciones a este campo de la quimica,




EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Utilizando el método de OM de Hiickel: analizar el espectro ultra-
violeta del anion divalente (C,0,)?~ (squaric acid divalent anion),
de estructura plano cuadrada como se muestra en la figura 27.

N,
7\

Figurg 27 —Estructura del anion (C,0,)%".
Determinando:

@) Los orbitales de simetria = normalizados. Suponga que cuan-
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do intervienen dtomos de oxigeno, los parametros adecuados
son:

do=a+f ¥y Poo=§8

donde « y f son los parametros usuales de Hiickel para
atomos de carbono.

b} la energia de los OM de Hiickel.

¢) Las configuraciones n-electronicas y términos electrénicos gene-
rados para el estado fundamental y el estado excitado singlete
de menor energia.

d) Sila transicién desde el estado fundamental al estado excitado
singlete de menor energia esta permitida por el mecanismo de
dipolo eléctrico. El espectro de absorcién ultravioleta corres-
pondiente a dicha transicion se muestra en la figura 28.

)
T

220 260 300

Figura 28.—Espectro ultravioleta del anidn (C,0,)*~ (Ref. 28).

Considerar el ion PtClZ ™, de estructura planocuadrada. Con los
orbitales s, p y d del atomo de platino, ;qué esquemas de hibrida-
cién son posibles para formar enlaces &?

{Que desdoblamiento tendria lugar en los sicte orbitales f de un ion
de un clemento lantdnido situado en el centro de un complejo
tetraédrico?, ;¥ de un complejo octaédrico?

;Como afectaria a los términos correspondientes a una configura-
cion electronica sd la interaccion con un entorno bipiramidal trigo-
nal?




Si la interaccidén de un ion de configuracién d® con un entorno
tetraédrico es extremadamente fuerte son posibles tres configuracio-
nes electronicas. Indicar cuiles y ordenarlas de menor a mayor
energia.

Deducir la tabla de correlacion entre las RI del grupe 0, v C,,
haciendo uso de sus tablas de caracteres.

En el ion complejo cromo trioxalato [Cr(C,0,);]* " la estructura
octaédrica se ha deformado dando lugar a un ion de stmetria D,.
Los aniones oxalato se disponen en forma de hélice en torno a uno
de los ejes C, del octaedro, ver figura 29. El ion Cr*" tienc una
configuracion d® que da lugar, en un entorno octaédrico, 2 un
término fundamental *4,,, y segim el diagrama de Tanabe-Sugano
correspondiente (Ref. 7, Fig. 9.5) a otros dos términos excitados
cuadruplete *T,, y *T;,. Como la simetria del entorno del ion Cr**
en el complejo disminuye a D4, ;qué desdoblamientos se produciran
en estos términos?, ;qué transiciones de absorcidon estaran permiti-
das? y ;jcual es su polarizacion?

Figura 29—Estructura del ion complejo [CHC,0,),13" indicando los «puentes» de oxalato entre
vértices de un octaedro desde dos perspectivas diferentes

Deducir las transiciones electronicas de dipolo eléctrico permitidas
por la regla de seleccion orbital en una molécula diatdmica hetero-
nuclear.

(Qué transiciones electronicas y vibronicas estan permitidas en una
molécula de simetria C,, por interaccion de dipolo eléctrico?
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Para la molécula de ClO, (simetria C,,) atrapada en la red de un
solido se sabe que el estado fundamental tiene simetria B, (tiene un
tnico electron en un orbital p. y el resto en capas cerradas).
Asimismo se observa que absorbe luz polarizada segin el eje y. (A
qué tipo de transicion electronica puede ser debida esta absorcion?,
o en otras palabras ¢cual es la simetria del estado excitado en dicha
transicion?




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. @) El grupo puntual es D,,. Los ejes C, y planos ¢, pasan por
los nicleos de los atomos O,—C,, C,—0, o bien O,—C,,
C,—0;. Los ejes C, v planos g, son perpendiculares a los lados
del cuadrado que definen los atomos de carbono. Estos atomos
1o son simétricamente equivalentes a los de oxigeno, considera-
remos, por tanto, dos conjuntos de OA. Los cuatro OA pn de
los atomos de carbone y los cuatro de los atomos de oxigeno
forman dos bases para dos representaciones tetradimensionales
I'c y Ty del grupo Dy, reducibles cada una a 4,, @ B,, ® E,.
Los orbitales de simetria resultantes para los atomos de carbo-
no somn:

S{C{iz“) —

i
(@1 +P2t+Pat+da) SS:BZH)=§(¢1“(/)2+¢3"“¢4)

S

1 1
S¢ = ﬁ((}sl —¢3) 5S¢4 = ﬁ(fﬁz—m)

y un conjunto similar para los OA = del oxigeno.

b) El determinante secular de dimension 8 x 8 se factoriza en un
bloque A4,, 2 x 2, otro B,, 2 x 2 y dos E; 2 x 2.
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Bloque A,, (S¥'2, S
1
Hyy = SEHISE™) = 24+ 26) = a + 26
1
H,, = (SYt9|H| Sy = 24“0 e
(A2u) (A2.) 1
Hip = Hyy = (S H|SE) = 141860 =p

a+2f—¢ B
B a+f—e

2—¢ 1
1 1—¢

345 2618

’ 2 T~0,382

donde se ha tomado o como origen de energias (x = 0) y B
la unidad de energia (8 = 1), luego e, = o + 26188ye =ua+
+ 0,3828.

Bloque B,, (S%), Sz

a—2f—e¢ B o o 1 i
g a+p—e 1 l—¢
,_TlEV/13 1303

2 T~ 2,303

Uno de los bloques E, (57, S&)):

o—& i
B a+f—e

R EIVE RIS X5

2 T~ _0618
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c)

y otro bloque E, (S&4, S§4) igual, con lo que ambos niveles de
energia resultan doblemente degenerados.

Representando en una escala de energia los niveles deducidos
obtenemos un diagrama como el de la figura 30,

2—2,3034 (2b,,}

a+0,6188 (2¢,)

& -+0,3828 (2a,,)

||

a+1,3038 (165,

a+1,6188(1e,)

01-‘1-2,618;'3 (laln)

Figura 30—Diagrama de energia para fos orbitales de Hickel del anidn (Ca04)%".

Estado fundamental: la3,lef1b3,2a3,. Como es una configura-
cion de capas cerradas da lugar a un término YAy,

Primer estado excitado: laj,le;1b3.2a,,2e, A,, x E, = E, y,
por tanto, para esta configuracion son posibles los termmos 'E,

y 3E,. Solo nos va a interesar para posibles transiciones el
estado singlete 'E,, ya que el estado fundamental tambien es
singlete.

Las coordenadas (x, y) son base para E, Por tanto, la transi-
cién 'A,, » 'E, esta permitida, dando lugar al espectro de la
figura 28. El hecho de que aparezcan dos bandas de absorcion
muy proximas indicadas con flechas en la figura es debido a un
efecto de Jahn-Teller (Ref. 29) en el estado excitado degenerado
'E,, por el que la molécula sufre una distorsion en dicho estado
que altera su simetria D, y E, se desdobla en dos estados no
degenerados, lo que da lugar a dos bandas muy proximas para
la transicion indicada.
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Los orbitales hibridos, ¢,, ,, 3 ¥ 04 deben estar dirigidos hacia los
vertices de un cuadrado como se indica en la figura 31.

Cg9 ]

Figura 31

La representacion I', sobre la base de estos orbitales tiene los ca-
racteres:

D4,,,| I 2¢c, C, 2C, 2C; i S, o, 26, 2a,

F,,|4 o o 2 o o 0o 4 2 0

luego:
Fn‘ = Alg@Blg@Eu
El atomo de platino dispone de los orbitales s, p y d para la

hibridacion, por tanto son posibles los dos esquemas de hibridacion
siguientes:

a) S(Alg) ; dxz—yz(Bly) s P py(Eu)
es decir, hibridacion dsp?

b) dzz(Alg) N dx2 7y2(Blg) M py(Eu}

es decir, hibridacion d*p?

En un complejo tetraédrico los siete orbitales f se desdoblan en tres
conjuntos de orbitales de simetria:




A1: fxyz
Tl: fx(zz—yz) * fy(zz-xzb : fZ(xl—yl)

TZI fx3 , fya ) fzs

como se deriva de la tabla de caracteres del grupo T, En un
complejo octaédrico, también se desdoblan en tres tipos de orbitales
de simetria:

24 fxyz
T foo s S s o

Ty fx(z2 -y fy(zl —x2) 2 j:’-(x2 -9

segin se deduce directamente de la tabla de caracteres del grupo 0,

Aplicando las reglas de Russeli-Saunders, para dos electrones en OA
sd resultan dos términos 1D y ?D. Consultando la tabla de caracte-
res del grupo D;, se observa que estos terminos se desdoblan asi:

TERMINO DESDOBLAMIENTO EN UN ENTORNO Dy,
1D 114r1 , lEf , lE.'r
3D 3Ar1 , BE.' , SEH

Aplicando el formalismo hueco-electron y las equivalencias entre
campos octaédricos y tetraédricos, d¥(tetr) = d*(oct), ]uego las confi-
guraciones pedidas ordenadas de menor a mayor energia son. e*t,

et y e%ts.

Este es uno de los casos en que existen varias formas de correlacio-
nar RI de dos grupos. Para los grupos O, y C,, la correlacion
dependera de la eleccion del eje binario que permanece en el cambio
de simetria. Si el eje C, del grupo C,, procede de uno de los seis ejes
C, (contenidos en los seis planos ¢, respectivamente) del grupo O,
s¢ obtendra una correlacion diferente a cuando el eje binario proce-
de de los tres ejes C, coaxiales con los tres ejes C, y perpendiculares
a los tres planos g, En cada uno de los casos se obtienen tablas de
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correlacion como las que se indican a continuacién. Estas tablas se
construyen facilmente sin mas que considerar los caracteres de las
operaciones i y C, de los grupos 0, y C,;. Puede ayudarse también
de las bases para cada representacion contenidas en las ultimas
columnas de las tablas:

(6C,) (3C, = 3C2)
Oh CZh CZk
Ay, A, A,
A,, B, A,
E, A, @ B, 24,
T, A, 2B, A, @ 2B,
Ty 24,® B, A, ® 2B,
Alu Au Au
A2u Bu Au
E, A,® B, 24,
T, A, @ 2B, A, ® 2B,
I, 24, @ B, A, @ 2B,

Correlacionando las RI A4,, T,, y Ty, del grupo O, con las del
grupo D, se obtienen los desdoblamientos de l1a figura 32.

*E

\— 4A1

e 4 1
4ng —— /
\ a4,
YA, ——— . *A,
_.*

{00)

Dy

Figura 32




Para la transicidon *4, — *A, tenemos que 4, x A, = A,, y la
coordenada z es base para A, luego esta transicion estd permitida y
polarizada segun el eje z, también se dice que tiene polarizacion
paralela (||). Para la transicion 4, — “A4, el producto resulta igual a
A, x A, = A4, 1a RI totalmente simétrica, luego la transicion esta
prohibida. Sin embargo, para *4, - “E, A, x E = E, y las coorde-
nadas (x, y) son base para E, luego ambas transiciones A, — *E
estan permitidas y polarizadas en el plano xy o también se dice que
tienen polarizacién perpendicular (L).

En los grupos de simetria cibica, octaédrica o de mayor simetria (T,
T. T, O, 0, I, I, y R(3)) las tres coordenadas (x, y, z) forman base
para una RI tridimensional y, por tanto, no pueden existir transicio-
nes polarizadas. En este ejercicio, sin embargo, hemos visto que
cuando se altera Ia simetria octaédrica de un complejo de 0, a D4
aparecen transiciones polarizadas.

En general, para moléculas lineales de simetria C_,, la componente z
del momento dipolar pertenece a £* (0 A4,), mientras que las
componentes x e y pertenecen a Il (o E,). Como el producto directo
de cualquier RI I" por A, es igual a I', las reglas de seleccion para
transiciones inducidas por la componente z del momento dipolar (z-
polarizadas) son:

Tro Xt TSI, IM=10 A A, L el

Para la polarizacién xy, hay que advertir que X;1(C%) = 2cos ¢, y
en general x,(C?) ~ cosng, donde n es la dimension de la RI A
menos uno. El caracter respecto de C? del producto directo sera
proporcional a cos ¢ cosn ¢, y por tanto a cos (n + 1)¢ +
+ cos(rn — 1)¢, es decir, la regla de seleccion sera An = +1. Com-
binando este resultado con el obtenido para lacomponente z, se llega
a las reglas de seleccidon para radiacion no polarizada o moléculas
orientadas de forma aleatoria: ‘

IR Y |
T2, 10
-z 27,11, A
AT A O
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9. Para una molécula centrosimétrica C,, todas las transiciones de
dipolo eléctrico g —» u vy u# — g estan permitidas. Los productos
directos de las RI g y u son siempre de tipo u, y en las Rl tipo u del
grupo C,, figuran como bases la coordenada z (4,) v las x ¢ y (B).
Sin embargo, por la misma razon todas las transiciones g > g y
# — u estan prohibidas (g X g =g ¥ # X © = g). Sin embargo, una
transicion 4, - A, puede estar permitida y polarizada segln el eje z
si se excita un modo normal de vibracion o un fonén (modo de un
cristal) de simetria A,, ya que ¥, x ¥, x ¥, = A, X A, x A, = A,
Para la misma transicion, la excitacién de un modo B, hace que la
transicion sea vibronicamente permitida con polarizacion x o y.
Estos resultados se generalizan en la tabla 5.

TABLA 5

Simetria de modos normales de vibracion que hacen que sean :
permitidas. distintas transiciones vibrénicas para um sistema i
de simetria Cy,. Se indica también la polarizacion

TRANSICIONES
ELECTRONICAS A, B, A, B,
4 (Au(z) ) (Au(x, y))
a
Bu(x, 1)J\B.(2) Flectrénicamente
permitidas
B A, (x: y) Au(Z) . ;
’ Bz J\B.(x.y)
A : (Au(z) )(Au(xa y))
Electronicamente B.(x,y) J\B.(2}
permitidas ‘
B Au (x: JJ) AH(Z)
u B“ (Z) Bu (xa y)

10. Que se absorba luz polarizada segiin el eje y en la transicion indica
que ésta es producida por absorcidn de energia segin la componen-
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te y del vector campo eléctrico de la radiacion. Esta coordenada es
base para la RI B, del grupo C,,, luego el producto directo de B,
por la especic de simetria del estado excitado debe ser igual a B,.
Como se trata de RI monodimensionales es facil advertir en la tabla
de caracteres que B, x A, = B,. Luego la simetria del estado
excitado es 4,. Se trata de una transicion B, — A,.
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